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Streszczenie

Formalizm oparty na funkcji Wignera i réwnaniu Moyala stanowi naturalny pomost migdzy klasycznym
a kwantowym opisem uktadéw fizycznych, umozliwiajac wykorzystanie aparatu pojeciowego mechaniki
statystycznej do analizy zjawisk kwantowych. Niniejsza praca po§wigcona jest rozwojowi i zastosowaniu
metod entropowych w formalizmie przestrzenno-fazowym teorii kwantowej do badania dynamiki tzw. ,,ma-
tych” uktadéw, w ktérych efekty kwantowe odgrywaja fundamentalna rolg.

Centralnym elementem pracy jest wprowadzenie entropii Wignera-Rényiego jako miary nieklasycz-
nosci stanow kwantowych w reprezentacji przestrzenno-fazowej. Wykazano $cisty zwiazek migdzy entro-
pia potéwkowa (dla indeksu Rényiego o = 1/2) a parametrem nieklasycznos$ci Kenfacka-Zyczkowskiego,
co dostarcza Scistej interpretacji fizycznej tejze entropii. Ponadto, zademonstrowano uniwersalno$¢ rodziny
entropii Wignera-Rényiego do charakteryzacji topologicznych przej$¢ fazowych w dwuwymiarowych ma-
teriatach Diraca na przykladzie silicenu. Przeprowadzono systematyczng analiz¢ dynamiki rodziny stanéw
kota Schrodingera — stanu parzystego, nieparzystego oraz stanu Yurkego-Stolera — oddziatujacych z gaus-
sowska bariera potencjatu. Eksperymenty numeryczne z wykorzystaniem entropowej miary nieklasycznosci
pozwolity ustali¢ rolg symetrii stanu poczatkowego w procesie rozpraszania. Wykazano, ze parametry po-
tencjatu mozna wykorzysta¢ do kontrolowania stopnia nieklasycznosci stanéw kwantowych.

W dalszej czgsci pracy opracowane metody zastosowano do problemu z dziedziny biologii kwantowe;j
— tunelowania protonu w parze zasad adenina-tymina struktury DNA pod wptywem promieniowania elek-
tromagnetycznego. Wykorzystujac model efektywnego potencjatu podwdjnej studni, przestrzenno-fazowe
miary entropowe oraz formalizm stanéw Floqueta wykazano, ze promieniowanie podczerwone o czgstotli-
wosci okoto 15 THz prowadzi do rezonansowego wzmocnienia tunelowania. Potwierdzono korelacj¢ mig-
dzy zwigkszona nieklasycznoS$cig stanu, mierzona entropia Wignera-Rényiego, a zwigkszona zdolnoscia
tunelowa wyrazong przez dynamiczny wspétczynnik transmisji oparty na funkcji Wignera.

Wyniki badan teoretycznych wsparto obliczeniami numerycznymi. Opracowano i zaimplementowano
w jezyku C++ spektralna metodg split-operator dla potencjaléw niezaleznych oraz jawnie zaleznych
od czasu, a takze opracowano algorytmy transformacji migdzy macierza gestosci a funkcja Wignera oparte
na dekompozycji przez macierze Scinania, ktére zastosowano do przedstawienia algorytmu rozwiazania sa-

mosprzgzonego problemu Moyala-Poissona.

Stowa kluczowe: entropia Wignera-Rényiego, nieklasyczno$¢ stanéw kwantowych, funkcja Wignera, row-

nanie Moyala, formalizm przestrzenno-fazowy, tautomeryzacja DNA






Abstract

The formalism based on the Wigner function and the Moyal equation provides a natural bridge between
classical and quantum descriptions of physical systems, enabling the use of the conceptual apparatus of sta-
tistical mechanics for the analysis of quantum phenomena. This work explores and develops entropic me-
thods within the phase-space formalism of quantum theory to investigate the dynamics of so-called “small”
systems where quantum effects play a fundamental role.

The central part of this work is the introduction of Wigner-Rényi entropy as a measure of non-classicality
of quantum states in the phase-space representation. A rigorous relation between the one-half entropy (for
Rényi index o = 1/2) and the Kenfack-Zyczkowski non-classicality parameter is established, providing
a strict physical interpretation of this entropy. Furthermore, the universality of the Wigner-Rényi entropy
family for characterizing topological phase transitions in two-dimensional Dirac materials is demonstrated
using silicene as an example. A systematic analysis of the dynamics of a family of Schrodinger cat states
—even, odd, and Yurke-Stoler states — interacting with a Gaussian potential barrier is performed. Numerical
experiments employing the entropic measure of non-classicality allowed to identify the role of initial state
symmetry in the scattering process. It is shown that potential parameters can be used to control the degree
of non-classicality of quantum states.

In the subsequent sections of this work, the developed methods are applied to a problem in quantum
biology — proton tunneling in the adenine-thymine base pair of DNA structure under electromagnetic radia-
tion. Using an effective double-well potential model, phase-space entropic measures, and the Floquet state
formalism, it is demonstrated that infrared radiation at a frequency of approximately 15 THz leads to reso-
nant enhancement of tunneling. A correlation between increased non-classicality of the state, as measured
by one-half Wigner-Rényi entropy, and enhanced tunneling capability, expressed through the dynamical
transmission coefficient based on the Wigner function, is confirmed.

The theoretical results are supported by numerical calculations. A spectral split-operator method for
time-independent as well as explicitly time-dependent potentials has been developed and implemented
in C++. Moreover, the algorithms for transformation between the density matrix and the Wigner function
based on shearing matrix decomposition were developed and applied to formulate an algorithm for solving

the self-consistent Moyal-Poisson problem.

Keywords: Wigner-Rényi entropy, non-classicality of quantum states, Wigner function, Moyal equation,

phase-space formalism, DNA tautomerization
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Rozdziat 1

Wstep

So long as big and small are merely relative
concepts, it is no help to explain the big in
terms of the small. It is therefore necessary to
modify classical ideas in such a way to give an

absolute meaning to size.

P. A. M. Dirac

Rozwdj technik eksperymentalnych w ostatnich dekadach przyspieszyt postep w badaniu tzw. ,,matych”
ukladéw (ang. small systems), w ktorych efekty kwantowe moga odgrywaé znaczaca role [1, 2]. Na tym
poziomie materia przejawia wlasnoSci znaczaco réznigce si¢ od zachowania uktadéw makroskopowych,
a zjawiska takie jak tunelowanie kwantowe czy interferencja determinuja dynamike w uktadzie. Klasyczny
opis tych systemoéw opiera si¢ na formalizmie mechaniki statystycznej i termodynamiki [2, [3, 4]]. Fakt ten
motywuje wykorzystanie sformutowania teorii kwantoéw blizszego tym podejsciom do opisu takich uktadéw.

Formalizm teorii kwantowej w przestrzeni fazowej, oparty na funkcji Wignera, stanowi naturalny po-
most migdzy klasycznym, a kwantowym opisem uktadéw fizycznych. Podejécie to pozwala na wykorzy-
stanie intuicji i aparatu pojgciowego mechaniki statystycznej do analizy zjawisk kwantowych, przy jedno-
czesnym zachowaniu pelnej informacji o stanie kwantowym badanego uktadu. Niniejsza praca poSwigcona
jest zastosowaniu formalizmu przestrzenno-fazowego do analizy dynamiki stanéw w ,,matych” ukladach

kwantowych.

1.1 Formalizm przestrzenno-fazowy teorii kwantowej

Formalizm teorii kwantowej w przestrzeni fazowej, podobnie jak wiele przetomowych osiagnig¢ w fizyce,
nie powstatl jako dzieto jednego cztowieka. Jego rozwéj doskonale ilustruje stynna sentencja Isaaca New-
tona: ,,Jesli widze dalej, to tylko dlatego, Ze stoje na ramionach olbrzymow” [3l]. W przypadku przestrzenno-
fazowego sformutowania teorii kwantéw mozemy wskazaé przynajmniej pigciu takich gigantéw, ktérych
prace, powstajace w latach 1927-1949, ztozyly si¢ na spéjny formalizm (6} [7].

Pierwszy krok stanowilo ustanowienie przez Hermanna Weyla w 1927 roku korespondencji migdzy

funkcjami rzeczywistymi na przestrzeni fazowej, a operatorami kwantowymi w przestrzeni Hilberta [8]].
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W pracy Quantenmechanik und Gruppentheorie Weyl zaproponowatl systematyczng regule przyporzadko-
wania, pozwalajaca na konstrukcje operatoréw kwantowych z ich klasycznych odpowiednikéw. Pigé lat
p6Zniej John von Neumann w dziele Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik wykorzystat kore-
spondencje Weyla i wyprowadzit regute rzadzaca nieprzemiennym sktadaniem funkcji w przestrzeni fazo-
wej — wezesng postaé iloczynu gwiazdkowego [O]. W tym samym roku, 1932, Eugene Wigner poszukujac
»poprawki kwantowej dla rownowagi termodynamicznej”, wprowadzit quasi-rozktad prawdopodobieristwa
w przestrzeni fazowej [[10]]. Funkcja Wignera, cho¢ pierwotnie zaproponowana jako narzedzie do obliczef
termodynamicznych, stanowi w istocie pelna reprezentacje stanu kwantowego w przestrzeni fazowe;j. Istotny
wkiad do rozwoju teorii wniést Hilbrand Groenewold w 1946 roku, rozwijajac formalizm nieprzemien-
nego iloczynu gwiazdkowego i rozpoznajac, ze korespondencja Weyla stanowi odwracalna transformacje
(transformacj¢ Wignera-Weyla), a nie jedynie procedurg¢ kwantyzacji [L1]]. Jak ujmuja to Curtright, Fair-
lie i Zachos [6], to José Enrique Moyal swojej pracy z 1949 roku [12] ,,oglosit wielka synteze”, ktéra
pogodzita formalizm ,,ujemnych prawdopodobiefistw” funkcji Wignera z zasada nieokre§lonosci. Argu-
mentujac, ze przeformutowanie zasad mechaniki kwantowej w czysto statystycznych terminach pozwoli
na glgbsze zrozumienie teorii, Moyal wprowadzil nawias noszacy dzi$ jego imi¢ — uogdlnienie klasycz-
nego nawiasu Poissona — oraz réwnanie ewolucji funkcji Wignera, o strukturze analogicznej do réwnania
Liouville’a w mechanice klasycznej [13].
Funkcja Wignera dla znormalizowanej funkcji falowej ¢(x) € L?(R) definiowana jest jako:

oy(z,p) = % Rdy ) <$+ %) ¥ (az — %) —%py, (1.1

Kluczowa wihasciwoscia tak skonstruowanej funkcji w przestrzeni fazowej (z,p) jest to, ze jej rozktady

brzegowe odtwarzaja prawidtowe kwantowo-mechaniczne rozktady prawdopodobieristwa
/dp ou(x,p) = [1(2)P?, (1.2)
R
[ et = 0P, 13
R

gdzie 1(p) oznacza transformate Fouriera funkcji falowej ¢(x), mianowicie

ixrp

b(p) = Faospto(@ W p(x). (1.4)

1
)= \/ﬁ /R dz e
Zastosowana w niniejszej pracy konwencja transformat Fouriera zostata szczegétowo oméwiona w Do-
datku [A.T] Ponadto funkcja Wignera jest rzeczywista i znormalizowana do jednosci. W przeciwieristwie
jednak do klasycznych rozktadéw prawdopodobienistwa funkcja Wignera nie jest funkcja nieujemna. Ta réz-
nica sprawia, ze nazywa si¢ ja quasi-rozktadem prawdopodobierstwa. Jak udowodnit Hudson [14], funkcja
Wignera jest nieujemna wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajaca jej funkcja falowa ma posta¢ gaussowska.
Ujemnos¢ funkcji Wignera interpretowana jest jako przejaw nieklasycznos$ci stanu i moze by¢ skwantyfiko-
wana za pomoca odpowiednich miar, takich jak parametr Kenfacka-Zyczkowskiego [135] lub Benedicta [16].
Jak zaprezentowano na rysunku |1.1| stan przedstawiony w panelu (a) charakteryzuje si¢ nieujemna, gaus-
sowska funkcja Wignera, podczas gdy stan kota Schrodingera w panelu (b) wykazuje oscylacyjne struktury
interferencyjne z obszarami ujemnych wartosci (zaznaczone kolorem niebieskim), ktére stanowia o niekla-

sycznoSci stanu.
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Rysunek 1.1: Poréwnanie funkcji Wignera dla (a) stanu gaussowskiego oraz (b) parzystego stanu kota

Schrodingera.

Wspdlczesne zastosowania formalizmu przestrzenno-fazowego wykraczaja daleko poza pierwotne intencje
jego twércéw, obejmujac szerokie spektrum wspdiczesnych probleméw kwantowych [17], w tym badania
splatania kwantowego 18} [19], transportu kwantowego w nanostrukturach pétprzewodnikowych [20, 21]],
a takze w zakresie obliczenn kwantowych [22]], czy metrologii kwantowej [23]]. Kolejne zastosowania mozna
znalez¢ w optyce kwantowe;j [24], fizyce atomowej [25, [26l], elektrodynamice kwantowej [27], fizyce pla-
zmy [28]], fizyce materii skondensowane;j [29,30]], grawitacji i kosmologii [31} 132} [33]] oraz kwantowej teorii
pola [34]. Ponadto, formalizm ten znajduje liczne zastosowania interdyscyplinarne [17]], m.in. w elektronice
kwantowej [35} 136]], chemii kwantowej [37, 38]], biologii kwantowej [39, 40] czy przetwarzaniu sygna-
16w [41)142,143]]. Idea funkcji Wignera wywarta réwniez wptyw na rozwdj niektérych dziedzin matematyki,
takich jak geometria nieprzemienna [44, 45]], kwantyzacja geometryczna [46l], czy teoria operatoréw pseu-

dorézniczkowych [47, 48].

1.2 Mate uklady kwantowe

Pod pojeciem ,,matych” uktadéw fizycznych (ang. small systems) rozumie si¢ systemy o rozmiarach typowo
mieszczacych si¢ w zakresie od pojedynczych nanometréw do submikronéw [4]]. Na tym poziomie ob-
serwuje si¢ niezwykta ré6znorodnos¢ systemow fizycznych: od pojedynczych makromolekut biologicznych
(2-100 nm), poprzez kropki kwantowe, az po domeny magnetyczne w ferromagnetykach (< 300 nm) [2].
Jednymi z najwigkszych uktadéw uznawanych za ,,male” sa uktady koloidalne o rozmiarach rzgdu 1 pm,
ktére pozwalaja na bezpoSrednia obserwacje efektéw fluktuacyjnych przy uzyciu mikroskopii optycz-
nej [1} [2]. Poza rozmiarem, cecha definiujaca mate uklady jest dominujaca rola fluktuacji energetycznych.

W uktadach makroskopowych, zgodnie z prawem wielkich liczb, wzgledne fluktuacje wielkoSci termody-
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namicznych maleja z pierwiastkiem z liczby czastek uktadu [2]]. W przypadku matych uktadéw, gdzie liczba
czastek moze by¢ rzgdu kilkuset lub mniej, fluktuacje staja si¢ poréwnywalne z warto$ciami §rednimi [4]].
W nanometrowej skali dtugoSci obserwuje si¢ szereg zjawisk fizycznych, ktérych nie mozna w petni
wyjasni¢ na gruncie fizyki klasycznej. Manifestacja kwantowej natury materii staje si¢ dominujaca, gdy
rozmiary uktadu sa poréwnywalne z charakterystycznymi dtugoSciami kwantowymi, takimi jak dlugos¢ fali
de Broglie’a, czy promieni Bohra. Naturalnym przyktadem efektu kwantowego jest zjawisko tunelowania,
tj. proces w ktérym czastka pokonuje barier¢ potencjatu mimo posiadania energii nizszej niz wysokos¢ tej
bariery. Tunelowanie kwantowe obserwuje si¢ w wielu uktadach nanoskopowych, w szczeg6lnoSci w proce-
sach transportowych w nanostrukturach pétprzewodnikowych oraz w reakcjach chemicznych i biochemicz-
nych. Wobec kluczowej roli efektéw kwantowych w dynamice matych uktadéw konieczne staje si¢ zasto-
sowanie formalizmu kwantowego do ich opisu. Formalizm przestrzenno-fazowy oparty na funkcji Wignera
pozwalajac na wykorzystanie aparatu pojgciowego mechaniki statystycznej do iloSciowej charakterystyki

kwantowych aspektéw dynamiki stanowi wigc naturalne podejscie.

1.2.1 Tunelowanie protonu w parach zasad DNA

Cho¢ przez wiele lat panowato przekonanie, ze podczas gdy zjawiska fizyczne i chemiczne sa determi-
nowane przez mechanik¢ kwantowa, procesy biologiczne mozna w pelni opisa¢ za pomoca fizyki kla-
sycznej [49]], rozwdj technik eksperymentalnych i metod obliczeniowych pozwolit na odkrycie, ze efekty
kwantowe moga odgrywa¢ fundamentalna rolg réwniez w procesach biologicznych, co dato poczatek no-
wej dziedzinie nauki — biologii kwantowe;j [S0,[51]]. Jednym z przyktadéw kwantowych efektéw w biologii
jest proces tunelowania protonu w parach zasad DNA, ktéry moze prowadzi¢ do spontanicznych mutacji
genetycznych [52] 149, 53]].

Przetomowym momentem w zrozumieniu struktury i funkcji DNA bylo opublikowanie w 1953 roku
przez Watsona i Cricka modelu podwdjnej helisy [S4] opartego na wynikach uzyskanych przez Rosalind
Franklin [55,[56]]. W pracach przedstawiono nie tylko model strukturalny, ale sygnalizowano réwniez istnie-
nie rzadkich form tautomerycznych zasad azotowych, ktére mogtyby by¢ odpowiedzialne za spontaniczne
mutacje. Okolo dekade péZniej Lowdin [57] wskazat, ze tautomeryzacja polega na spontanicznej migracji
atomu wodoru poprzez tunelowanie protonu migdzy dwoma energetycznie korzystnymi potozeniami w cza-
steczce. Zgodnie z modelem Watsona-Cricka w strukturze DNA wystepuja dwa rodzaje par zasad: adenina-
tymina (A-T) potaczona dwoma wigzaniami wodorowymi oraz guanina-cytozyna (G-C) polaczona trzema
wigzaniami wodorowymi. Kazda z tych par moze wystgpowac w stanie kanonicznym o nizszej energii lub
w stanie tautomerycznym o wyzszej energii [58] (por. rys.[I.2). Szczegélne znaczenie biologiczne tautome-
ryzacji par zasad wynika z faktu, ze formy tautomeryczne moga prowadzi¢ do blgdnego parowania podczas
replikacji DNA. Na przyktad tautomeryczna forma pary A-T (oznaczana jako A*-T*) moze skutkowac
utworzeniem nieprawidlowych par A*—C lub T*-G prowadzac do mutacji punktowej [52].

Hipoteza Lowdina stanowi przedmiot intensywnych badan, przede wszystkim w ramach studiéw teo-
retycznych koncentrujacych si¢ na wyznaczeniu profilu energii potencjalnej [49, 52| 153} 59, 160, 61]], para-
metrach tunelowania takich jak prawdopodobienstwo transferu [52) |53]], zaleznosci temperaturowej tauto-

meryzacji 53], 149]], szybkoSciach reakcji [62} [63]] oraz wptywie zewnetrznego pola elektrycznego (64, 63]].
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Rysunek 1.2: Schemat procesu tautomeryzacji pary zasad adenina-tymina. (a) Struktury chemiczne formy
kanonicznej A-T oraz (b) tautomerycznej A*—T*, powstajacej w wyniku jednoczesnego przeniesienia
dwoéch protondw w wiazaniach wodorowych. Profil energetyczny: asymetryczny potencjal podwdéjnej studni
z glebszym minimum odpowiadajacym stabilnej formie kanonicznej oraz ptytszym minimum formy tau-
tomerycznej koresponduje z procesem przeniesienia protonu oznaczonego kolorem czerwonym na ry-
sunku (a). Przeniesienie protonu jest modelowane poprzez tunelowanie kwantowe przez barierg potencjatu.

Model ten jest szczeg6towo analizowany w Rozdziale E}

Wzbudzenie protonu ze stanu kanonicznego moze wymagac ekspozycji na promieniowanie o okre§lonej dtu-
gosci fali. Promieniowanie jonizujace i ultrafioletowe uszkadzaja DNA poprzez bezposrednia jonizacje lub
reaktywne formy tlenu [65} 166, [67]]. Promieniowanie UV, wraz ze §wiattem widzialnym, moze powodowac
powstawanie dimeréw pirymidynowych, utlenianie lub produkcje tlenu singletowego [65]]. Promieniowa-
nie mikrofalowe i radiowe byty badane eksperymentalnie i stwierdzono, ze réwniez moga mie¢ negatywny
wplyw na strukture czasteczki DNA [68), 69]]. Jednakze wptyw promieniowania podczerwonego nie zostat
jeszcze doktadnie zbadany i nie jest jasne, czy powoduje ono jakiekolwiek uszkodzenia [[70]. Zrozumienie
mechanizmu oddziatywania pola elektromagnetycznego z DNA jest istotne nie tylko z punktu widzenia

fundamentalnego, ale takze ze wzglgdu na potencjalne implikacje dla stabilno$ci genetyczne;.

1.3 Cele i zakres pracy

Gtéwnym celem niniejszej pracy jest wykorzystanie formalizmu teorii kwantowej w przestrzeni fazowej,
a w szczego6lnoSci metod entropowych w przestrzeni fazowej, do analizy dynamiki kwantowej ,,malego”

uktadu biologicznego pod wpltywem zaburzenia elektromagnetycznego. W ramach realizacji tego celu:

1. Wprowadzono entropi¢ Wignera-Rényiego jako miar¢ nieklasyczno$ci stanu kwantowego w repre-
zentacji przestrzenno-fazowej i wykazano jej $cisty zwiazek z parametrem nieklasycznosci Kenfacka-

Zyczkowskiego [71]].
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2. Przeprowadzono analiz¢ dynamiki rodziny stanéw kota Schrodingera oddziatujacych z gaussowska
bariera potencjatu. Zbadano wptyw fazy wzglednej superpozycji oraz parametréw bariery na ewolucje
entropowa, wykazujac rolg symetrii stanu poczatkowego w zachowaniu nieklasycznosci po procesie

rozpraszania [[71].

3. Zademonstrowano uniwersalno$¢ rodziny entropii Wignera-Rényiego jako narzedzia do charaktery-
zacji topologicznych przej$¢ fazowych w dwuwymiarowych materiatach Diraca na przyktadzie sili-
cenu [[72]].

4. Opracowano i zaimplementowano metody numeryczne rozwigzywania rownania Moyala, w tym
spektralng metode split-operator dla potencjaléw jawnie zaleznych od czasu. Szczegoéty implemen-

tacji numerycznej umieszczono w Dodatku

5. Zaproponowano algorytmy transformacji migdzy macierza gestosci, a funkcja Wignera oparte na de-
kompozycji przez macierze Scinania, ktére zastosowano do przedstawienia algorytmu rozwiazania

samosprzg¢zonego problemu Moyala-Poissona.

6. Zbadano wptyw promieniowania elektromagnetycznego w zakresie podczerwieni na prawdopodo-
biefistwo tunelowania protonu, identyfikujac czestotliwosci rezonansowe prowadzace do wzmocnie-

nia procesu tautomeryzacji i zwigzane z tym implikacje.

7. Potwierdzono zwiazek migdzy nieklasyczno$cia stanu, mierzong entropia potéwkowa Wignera-
Rényiego, a zdolnoscia tunelowa wyrazona dynamicznym wspéiczynnikiem transmisji opartym na

funkcji Wignera.

Praca taczy rozwdj narzedzi teoretycznych — w szczegdlnosci entropowej miary nieklasycznos$ci w for-
malizmie przestrzenno-fazowym — z ich zastosowaniem do rozwiazania problemu biofizycznego. Wyniki
badan teoretycznych zostaty wsparte obliczeniami numerycznymi. Wyniki obliczefi numerycznych zostaty
uzyskane przy pomocy opracowanego kodu numerycznego, zaimplementowanego w jezyku C++, ktérego

strukturg oméwiono w Dodatku[A.4]

1.4 Struktura pracy

Niniejsza praca sktada si¢ z czterech rozdziatéw, dodatku oraz bibliografii. Rozdziat [2] zawiera systema-
tyczne wprowadzenie do dynamiki kwantowej w przestrzeni fazowej. Przedstawiono w nim sformutowa-
nie mechaniki kwantowej oparte na operatorze gestosci, transformatg Weyla ustanawiajaca odpowiednio$¢
migdzy operatorami, a funkcjami na przestrzeni fazowej oraz definicj¢ i podstawowe wilasciwosci funkcji
Wignera. Szczegélowo oméwiono réwnanie Moyala opisujace ewolucje czasowa funkcji Wignera. Rozdziat
koniczy prezentacja metod rozwiazywania réwnania Moyala, ze szczeg6lnym uwzglednieniem numerycznej
metody split-operator wykorzystanej w obliczeniach prezentowanych w dalszej czgsci pracy. Rozdziat[3|po-
Swigcony jest miarom entropowym w przestrzeni fazowej i ich zastosowaniom. Wprowadzono w nim en-
tropie Wignera-Rényiego i wykazano Scisty zwigzek migdzy entropia potéwkowa (o = 1/2), a parame-

trem nieklasycznosci Kenfacka-Zyczkowskiego. Ponadto zademonstrowano zastosowanie entropii Wignera-
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Rényiego do charakteryzacji topologicznych przejs¢ fazowych w dwuwymiarowych materiatach Diraca
na przykladzie silicenu. Nastgpnie wykorzystano dynamiczna entropowa miarg nieklasycznoSci w analizie
oddziatywania stanéw kwantowych z barierg potencjalu. Przeprowadzono systematyczng analiz¢ ewolucji
czasowej entropii Wignera-Rényiego dla rodziny stanéw kota Schrddingera — stanu parzystego, nieparzy-
stego oraz stanu Yurke’a-Stolera — oddziatujacych z gaussowska bariera potencjatu. Zbadano wptyw wyso-
kosci i szerokoSci bariery na dynamike uktadu oraz sformulowano wnioski dotyczace zachowania symetrii
i nieklasycznosci stanéw. Rozdziat ] stanowi zastosowanie metod rozwinigtych w poprzednim rozdziale do
problemu biofizycznego — dynamiki kwantowej transferu protonu w parze zasad adenina-tymina struktury
DNA pod wptywem promieniowania elektromagnetycznego w zakresie podczerwieni. Przedstawiono mo-
del teoretyczny uktadu oparty na efektywnym potencjale podwdjnej niesymetrycznej studni. Wprowadzono
dynamiczny wspétczynnik tunelowania oparty na funkcji Wignera oraz przeanalizowano widmo mocy jego
amplitudy w celu identyfikacji przej$¢ migdzy stanami wtasnymi. Gtéwna czg$¢ rozdziatu stanowi analiza
wplywu zaleznego od czasu pola elektrycznego na proces tunelowania, prowadzona w formalizmie standw
Floqueta. W ramach opracowanego podejscia wykazano, ze promieniowanie podczerwone o czgstotliwosci
okoto 15 THz prowadzi do znacznego wzmocnienia prawdopodobienstwa tunelowania. Prace podsumowuje
rozdziat[5| zawierajace synteze uzyskanych wynikéw oraz perspektywy dalszych badai. Dodatek [A] zawiera
uzupetniajacy material matematyczny: przyjeta konwencj¢ transformat Fouriera, elementy klasycznej me-
chaniki statystycznej stanowiace punkt odniesienia dla kwantowego formalizmu przestrzenno-fazowego,
oryginalne wyprowadzenie rownania Moyala metoda funkcji charakterystycznej oraz oméwienie imple-

mentacji numerycznej algorytméw wykorzystanych w obliczeniach. Pracg zamyka wykaz literatury.
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Rozdzial 2

Dynamika kwantowa w przestrzeni fazowej

It doesn’t seem to be true that God created a
classical universe on the first day and then

quantized it on the second day.

John C. Baez [73)]

2.1 Operatorowe sformutowanie mechaniki kwantowej

Sformutowanie mechaniki kwantowej oparte na wektorach stanu i réwnaniu Schrédingera jest wystarcza-
jace do opisu stanéw czystych w uktadach kwantowych. W praktyce jednak czesto mamy do czynienia
z uktadami, ktérych stan nie jest dokladnie znany lub ktére oddzialuja z otoczeniem [74)]. W takich przy-
padkach konieczne jest wprowadzenie podejscia statystycznego, ktére pozwala na opis zaréwno czystych
stanéw kwantowych, jak i ich mieszanin statystycznych. Fundamentalnym obiektem w tym podejsciu jest

operator gestosci oraz jego rOwnanie ewolucji czasowe;j.

2.1.1 Mechanika kwantowa w obrazie Schrodingera

Formalizm mechaniki kwantowej opiera si¢ na postulacie, ze uktad fizyczny opisywany jest przez abstrak-
cyjne wektory stanu |1 (t)) nalezace przestrzeni Hilberta H okreslonej nad ciatem liczb zespolonych [[75].
Przyktadowa realizacja tej przestrzeni to przestrzen funkcji L?(R) z iloczynem skalarnym zdefiniowanym
jako

(o) = [dera @.1)

Reprezentacja wektora stanu w wybranej bazie |€) realizowana jest przez funkcje falowa

W(&,t) = {€lv(D)) 22

ktérg interpretuje si¢ jako rzut wektora |1)(¢)) na stan bazowy |{). Podstawowe obserwable uktadu — po-
lozenie = i ped p — sa reprezentowane przez operatory hermitowskie Z i p spelniajace réwnania wilasne

W postaci

&lx) =xl|z)y, plp)=plp). (2.3)
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Operatory te spelniaja kanoniczna relacje komutacji Heisenberga:
[Z,p] = ih. 2.4)

W opisywanym podejSciu, uktad kwantowy jest scharakteryzowany przez hamiltonian H, ktéry jest opera-

torem hermitowskim. Ewolucja czasowa wektora stanu opisana jest rOwnaniem ewolucyjnym

S DO) = H [0, (= 0)) = o), @5

ktére wraz z warunkiem poczatkowym definiuje zagadnienie poczatkowe. Rozwiazanie ogélne tego zagad-

nienia mozna formalnie wyrazi¢ wzorem

() = U(t) vho) , (2.6)

gdzie operator U (t) jest operatorem ewolucji czasowej spetniajacym réwnania:

ih%f](t) = HU(¢), 2.7)
z‘h%fﬂ(t) = -UT(t)H, (2.8)

przy czym
UUt(t) =1, (2.9)

tzn. operator U () jest operatorem unitarnym.

2.1.2 Operator gestosci

Operator gestosci p jest dodatnio okre§lonym operatorem hermitowskim o §ladzie réwnym 1 [74]. W og6l-

nosci przyjmuje on postac

AE) =D pu [a(t)) (Wu()], (2.10)

gdzie p, > 0 okresla prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w stanie wtasnym |4, (¢)), przy czym zacho-

dzi warunek ), p,, = 1. Dla stanu czystego operator gestosci redukuje si¢ do operatora rzutowego
P = () ()] = pr(?)- @211
Operator gestosci spetnia nastgpujace wiasnosci [[764 [13]
1. Hermitowskosé: pf = p.
2. Nieujemnosé: (p|p|¢) > 0 dla dowolnego |¢).
3. Tr(p) = 1.

4. Tr (,62) < 1, przy czym réwno$¢ zachodzi wytacznie dla stanéw czystych.

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
ujecie przestrzenno-fazowe
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W reprezentacji potozeniowej operator gestosci definiuje si¢ nastgpujaco

pla,a'st) = (2'|p(t)|z) (2.12)

i nazywa si¢ macierza gestosci w tejze reprezentacji. Korzystajac z rozwiazania (2.6), mozna wyznaczyé

ewolucje czasowa operatora gestosci zgodnie ze wzorem
pt) = Ut)poU" (1), (2.13)

gdzie pg jest operatorem gestosci w chwili poczatkowej ¢ = 0. Rézniczkujac réwnanie (2.13)) po czasie
i korzystajac z wtasnosci operatora ewolucji (2.7)—(2.8), otrzymujemy réwnanie von Neumanna
d N
ih=p(t) = [ H.p(t)]. (2.14)

ktére stanowi réwnanie ewolucji operatora ggstosci.

2.2 Funkcja Wignera

Przedstawione w poprzedniej sekcji sformutowanie mechaniki kwantowej, oparte na operatorze gestosci,
umozliwia przejscie do opisu stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej. Kluczowa rolg odgrywa tu funk-
cja Wignera, wprowadzona po raz pierwszy przez Eugene’a Wignera w 1932 roku [10]. Funkcja Wignera
stanowi podstawe sformutowania mechaniki kwantowej w przestrzeni fazowej, pozwalajac na interpretacje
teorii kwantéw jako teorii statystycznej, w ktérej obserwable tworza algebre nieprzemienng. Takie ujecie
prowadzi do opisu zjawisk kwantowych za pomoca rzeczywistych funkcji na przestrzeni fazowej (x, p),

gdzie stala Plancka stanowi parametr deformacyjny algebry Poissona [13]].

2.2.1 Transformata Weyla

Podstawa sformutowania teorii kwantowej w przestrzeni fazowej jest transformata Weyla [8]], ktéra usta-
nawia wzajemnie jednoznaczng odpowiednio$¢ migdzy operatorami dziatajacymi w przestrzeni Hilberta

a funkcjami skalarnymi na przestrzeni fazowe;.

Definicja 2.1 (Symbol Weyla). Symbol Weyla operatora Ato funkcja w przestrzeni fazowej nastgpujace;j

AW(x,p):/ dé <x+§

— 00

postaci:

A

;c—§>eres (2.15)

gdzie catkowanie przebiega po zmiennej pomocniczej .

Dla operatoréw potozenia i pgdu symbole Weyla przyjmuja nastgpujaca postaé

Tw =z, pw =Dp. (2.16)

Dla jednoczastkowego hamiltonianu postaci: H(Z, p) = p2/2m + U(&) symbol Weyla pokrywa sie z kla-
syczng funkcja Hamiltona, mianowicie

2
Hwy(xz,p) = H(z,p) = Qp—m +U(z). (2.17)

Fakt ten wynika stad, ze hamiltonian H (Z,p) jest sumg funkcji zaleznych osobno od operatoréw Z i p.

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
ujecie przestrzenno-fazowe
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2.2.2 Funkcja Wignera jako symbol Weyla operatora gestoSci

Definicja 2.2 (Funkcja Wignera). Funkcja Wignera o(z,p;t) stanowi reprezentacj¢ stanu kwantowego

w przestrzeni fazowej i jest wyrazona jako przeskalowany symbol Weyla operatora gestosci p(t), tzn.

Q(fv,p;t)=271rh/ d§ <w+§

—00

p(t)

m—g>e—”?f. (2.18)

Dla stanu czystego opisanego funkcja falowa v(x,t), gdzie operator gestosci ma posta¢ (2.11)), funkcja
Wignera przyjmuje postaé:
1 o 19 I3 _ip¢
it) = — d v |z — 2t =1 e 2.19
oot =gy [ v (a= i) u(or §it) e @.19)

Zwiazek funkcji Wignera z macierza gestosci w reprezentacji potozeniowej (2.12) mozna wyrazi¢ za po-

moca réwnania:

1 & _ipt
o(z,p;t) = Py d¢ p<x+§,x— g;t) e h. (2.20)

Funkcja Wignera posiada szereg charakterystycznych wlasnosci:

1. Rzeczywistosc:
o(z,p;t) € R (2.21)

2. Normalizacja:

o) [ee]
/ / dzdp o(z,p;t) = 1. (2.22)

3. Rozklady brzegowe: catkowanie funkcji Wignera po zmiennej pedowej daje gesto$¢ prawdopodo-

biefistwa w przestrzeni polozefi

/ dp o(z, p;t) = |[W(x, t)]* = n(x,t). (2.23)

—00

Analogicznie, catkowanie po zmiennej potozeniowej daje poprawny rozktad pedéw

00 - 2

| dwetw ) =[3.0] =m0, (.24
—0o0
gdzie 1[1(p, t) jest transformatg Fouriera funkcji falowe;.
4. Ograniczonosc:

1 1
—— < it) < —. 2.25
— Solzpt) s — (2.25)

Charakterystyczna cecha funkcji Wignera, odrézniajaca ja od klasycznych rozktadéw prawdopodobieristwa,
jest mozliwos¢ przyjmowania wartosci ujemnych w pewnych obszarach przestrzeni fazowej. Ta wiasciwos¢
czyni funkcje Wignera przyktadem quasi-rozktadu prawdopodobiefistwa, gdyz spetnia ona wszystkie pozo-
state aksjomaty teorii prawdopodobiefistwa Kotmogorowa. Fundamentalny wynik dotyczacy znaku funkcji

Wignera stanowi twierdzenie Hudsona [14] i jego dalsze uogdlnienia [[77].

Twierdzenie 2.1 (Hudson, 1974). Funkcja Wignera jest nieujemna w calej przestrzeni fazowej wtedy i tylko

wtedy, gdy odpowiadajacy jej stan kwantowy jest stanem gaussowskim.

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
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Wszystkie inne stany kwantowe, ktére sa opisane funkcja Wignera charakteryzuja si¢ ujemnymi warto-
Sciami tej funkcji w pewnych obszarach przestrzeni fazowej, co jest interpretowane jako miara ich nie-
klasycznosci [15) [16]. Alternatywna interpretacja, traktujaca funkcje Wignera jako amplitude¢ prawdopo-
dobieristwa w przestrzeni fazowej, proponuje rozpatrywaé |o(z, p; t)|2 jako wiasciwa gestos¢ prawdopo-
dobienstwa [78l [79] [80]. Podejscie to eliminuje problem znaku, lecz ogranicza si¢ do stanéw czystych.
Ujemnos¢ funkcji Wignera mozna skwantyfikowaé za pomoca parametru nieklasyczno$ci wprowadzonego

przez Kenfacka i Zyczkowskiego [15]].

Definicja 2.3 (Parametr nieklasycznosci).

/ / o(z,p;t)| dxdp — 1. (2.26)

Parametr §(t) réwny jest podwojonej wartosci objetosci ujemnej czesci funkcji Wignera w przestrzeni fazo-

wej. Jak wynika z podanej definicji 2.3
¢ dla stan6w gaussowskich: § = 0,

* dla stanéw nieklasycznych: § > 0

2.2.3 Wartosci oczekiwane zmiennych dynamicznych w przestrzeni fazowej

Jedna z zalet sformulowania teorii kwantowej w przestrzeni fazowej jest mozliwos$¢ obliczania wartoSci
Srednich obserwabli kwantowych za pomoca catek fazowych. Wartos¢ oczekiwana operatora A w stanie

opisanym operatorem gestosci p wyraza sig¢ jako

/ / dzdp o(x, p; t) Aw (z, p)

<A>:Tr[ﬁfl}= / / dadp o(z, p; t) |

(2.27)

gdzie Ay (x,p) jest symbolem Weyla operatora A. Uwzgledniajac normalizacj¢ funkcji Wignera zgodnie
z rownaniem (2.22), wyrazenie (2.27) przyjmuje postac

[ ] wedpote.pit) Awiap) (2.28)

Dla podstawowych obserwabli wzory te przyjmuja szczegdlnie proste postacie:

=/ / dz dp o(z, p; t) =, (2.29)
g =/ / dz dp o(z, p; t) p. (2.30)

W formalizmie przestrzenno-fazowym obliczanie wartoSci Srednich potozenia i pgdu sprowadza si¢ do ob-
liczenia standardowych calek z waga dana przez funkcjg¢ Wignera, co stanowi bezposrednia analogi¢ z kla-

syczna mechanika statystyczna.

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
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2.3 Roéwnanie Moyala

W swoim przetomowym artykule [12] Moyal wykazal, ze mechanik¢ kwantowa mozna przeformutowac
na jezyk klasycznej mechaniki statystycznej, wprowadzajac nieprzemienna algebre funkcji okreslonych
na przestrzeni fazowej. Oryginalne podejScie Moyala opierato si¢ na konstrukcji operatora charakterystycz-
nego M(7,0) = exp [i(7p + 0#)] i analizie jego wartosci oczekiwanej interpretowanej jako kwantowej
funkcji charakterystycznej. Szczegdty tego wyprowadzenia przedstawiono w Dodatku W niniejszej
sekcji przedstawione zostato wyprowadzenie réwnania ruchu dla funkcji Wignera, wychodzac bezposrednio
od réwnania von Neumanna (2.14)) i wykorzystujac transformacje Weyla. Podejscie to uwidacznia zwiazek

migdzy operatorowym sformutowaniem teorii kwantowej, a jej reprezentacja w przestrzeni fazowe;.

2.3.1 Iloczyn Moyala

Kluczowym elementem przestrzenno-fazowego sformutowania teorii kwantowej jest nieprzemienno$¢ al-
gebry obserwabli kwantowych. W reprezentacji Schrodingera wyraza si¢ ona przez zasad¢ nieokreSlono-
Sci Heisenbera (2.4). W obrazie przestrzeni fazowej nieprzemiennos¢ ta jest zadana przez iloczyn Moyala
(zwany réwniez x-iloczynem), ktdry definiuje mnozenie symboli Weyla odpowiadajacych iloczynowi ope-

ratoréw [I11, I81]].
Definicja 2.4 (Iloczyn Moyala). Dla dwéch funkcji a(x, p) i b(x, p) bedacych symbolami Weyla operatoréw
A

AiB, iloczyn Moyala jest zadany przez symbol Weyla iloczynu B:

(a*b)(x,p) = a(x7p)*b(xap) = (AB)W(:U’p) (2.31)

Iloczyn ten mozna przedstawi¢ w postaci catkowe;j [82]]

(axb)(z,p) = / d¢dnde’dn a(@ + & p+n)b(x + & p+1') e €€, (2.32)

1
T2h2
lub w réwnowaznej postaci rézniczkowe;j [[L1]

a xb=a(z,p exp{ (gx D 51)8_;)} b(x,p), (2.33)

gdzie strzatki wskazuja kierunek dziatania pochodnych czastkowych. Rozwijajac operator wyktadniczy

w szereg Taylora, otrzymujemy:

_oo 1 ih n _n n kan kaakaakban kb

co dla funkcji klasy C*° mozna zapisaé zwigZle jako:

a xb=ab+ %{a, b} + O(R?), (2.35)
gdzie wyrazenie: 900 508
a Ob a Ob
- bl 2.
{a.b} = dxdp Op o (2.36)

jest nawiasem Poissona (por. Dodatel@ réwnanie (A.7)), natomiast i//2 jest nazywane parametrem defor-

macji [13].

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
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2.3.2 Nawias Moyala i jego wlasnoSci

Definicja 2.5 (Nawias Moyala). Nawias Moyala jest dany jako znormalizowana antysymetryzacja ilo-
czynu *:
{a,b}« = (a *b—Dbxa). (2.37)

Wykorzystujac rozwinigcie (2.33)), nawias Moyala mozna przedstawi¢ w zwartej postaci:
{a,b}x = —a(z,p sm[ (50 - 58 )] (2.38)

Dla zmiennych kanonicznych nawias Moyala odtwarza kanoniczng relacj¢ komutacji

{z,p}x =1, (2.39)

co stanowi przestrzenno-fazowy odpowiednik relacji nieokreslonosci Heisenberga (2.4). Nawias Moyala

spelnia nastgpujace wtasnosci algebraiczne [81]]:

1. Antysymetria:

{a,b}, = —{b, a},. (2.40)
2. Liniowos¢:
{aa + Bb,c} = a{a, c}y + B{b, c}«. (2.41)
3. Tozsamos¢ Jacobiego:
{a,{b,c}i}x + {b,{c,a}s}sx + {c, {a,b}}x = 0. (2.42)
4. Reguta Leibniza wzgledem iloczynu *:
{a,bxc}y ={a,b}x xc+bx{a,c}s. (2.43)

Wiasnosci te gwarantuja, ze przestrzeni funkcji na przestrzeni fazowej z nawiasem Moyala tworzy algebre
Liego, bedaca deformacja algebry Poissona [83l [84, [13) [85]]. Zwiazek migdzy tymi strukturami algebra-
icznymi najwyrazniej widoczny jest w rozwinigciu w szereg potegowy wzgledem 7. Korzystajac z (2.38)

i rozwijajac funkcje sinus, otrzymujemy:
n? .
{a,bh = {a, b} + 5 Ds(a,b) + o (rY), (2.44)

gdzie operator r6zniczkowy D3 ma postac:

Pudh L Pa P Pa P Fad
Ox3 Op? 8x8xp8x8pp 8x8pp8:c8xp Op3 0x3"

Ds(a,b) = (2.45)

W zerowym rzedzie przedstawionego rozwinigcia (2.44) wzglgdem /i nawias Moyala redukuje si¢ do na-
wiasu Poissona
lim {a, b}, = {a, b}. (2.46)
h— 0

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
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Tym samym w granicy klasycznej otwarzana jest struktura algebraiczna klasycznej mechaniki statystycznej
(por. Dodatek@). Poprawki kwantowe rzedu h?" dla n > 1 zawieraja pochodne czastkowe rzedu 2n + 1
wzgledem zmiennych fazowych. Ma to istotng konsekwencje: dla funkcji bedacych wielomianami stopnia
co najwyzej drugiego wzgledem zmiennych x i p wszystkie poprawki kwantowe znikaja i nawias Moyala
jest tozsamy z nawiasem Poissona. W szczeg6lnosci dotyczy to hamiltonianu oscylatora harmonicznego

H(z,p) = p?/2m + mw?a?,

2.3.3 Wyprowadzenie réwnania ruchu dla funkcji Wignera

Réwnanie ewolucji czasowej funkcji Wignera otrzymujemy, stosujac transformacje Weyla do réwnania

von Neumanna (2.14). Wykorzystujac fundamentalng wtasnos¢ 81} 82]]
[A,B} = ih{Aw, B}, (2.47)

gdzie [-, -]y;, jest symbolem Weyla komutatora dwéch operatoréw, otrzymujemy
90 _ 1
ot ih
gdzie Hyy = Hy(x,p) jest symbolem Weyla operatora Hamiltona (2.17), a o = o(x, p;t) jest funkcja
Wignera zdefiniowana w (2.18).

A.5) = {Hw.eh = ~{e. Hw}., (2.48)

Réwnanie Moyala. Ewolucja czasowa funkcji Wignera jest zadana réwnaniem

do(x,p;t)
ot

Jest to fundamentalne réwnanie ewolucji czasowej w przestrzenno-fazowym sformutowaniu teorii kwan-

+{o(z,p;t), H(x,p)}« = 0. (2.49)

towej. Strukturalnie przypomina ono klasyczne réwnanie Liouville’a (por. Dodatek [A] réwnanie (A.TT)),
z nawiasem Moyala zastgpujacym nawias Poissona. Dla hamiltonianu postaci H (z,p) = p?/2m + U(x)
réwnanie Moyala mozna zapisa¢ w jawnej postaci. Wykorzystujac rozwinigcie 1 fakt, ze wyraz kine-
tyczny jest kwadratowy w p, otrzymujemy

Jdo podo 1 ih ih B
oo V(o4 5%) ~U(e- 70 ) oo =20

gdzie wyraz U (x + ih0)/2) — U(x — ihd,/2) jest nazywany energia potencjalng Wignera [7]]. Dla energii

potencjalnej U (x) klasy C'*° rozwinigcie energii potencjalnej Wignera w szereg Taylora daje:

@ E@ B 87(]@ B i (_1)nh2n 82n+1U 32n+lg

ot " mor  Os Op 4= 22n(2n + 1)! gz2ntl gp2ntl’ @31

n=1
Lewa strona réwnania (2.51) odpowiada klasycznemu réwnaniu Liouville’a (por. Dodatek [A] réwna-

nie (A.T1)), natomiast prawa strona zawiera kwantowe poprawki proporcjonalne do parzystych poteg f.

2.4 Metody rozwiazywania rownania Moyala

Réwnanie Moyala (2.51) jest réwnaniem rézniczkowym, ktérego analityczne rozwigzanie mozna znalezé

jedynie w nielicznych przypadkach szczeg6lnych, takich jak oscylator harmoniczny, czy czastka swobodna.
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W przypadku potencjatéw bardziej ztozonych niz wielomiany stopnia co najwyzej drugiego, konieczne jest
stosowanie metod numerycznych. W literaturze rozwinigto kilka klas metod stosowanych do rozwiazania
réwnania ewolucji funkcji Wignera. Rozwiazanie metodami réznic skoficzonych polega na dyskretnym sfor-
mulowaniu réwnania Moyala z wykorzystaniem schematéw réznicowych [86]]. Wyzwaniem numerycznym
jest poprawna dyskretyzacja pseudorézniczkowego operatora energii potencjalnej, ktéry w postaci catko-
wej wymaga obliczania splotéw w przestrzeni pedéw. Alternatywnym podejSciem sa metody stochastyczne
Monte Carlo, w ktérych ewolucj¢ funkcji Wignera symuluje si¢ poprzez §ledzenie trajektorii czastek w prze-
strzeni fazowej z losowym rozpraszaniem [87]]. Metody te sa szczegdlnie uzyteczne w symulacjach trans-
portu w urzadzeniach potprzewodnikowych [[7]. Z kolei wykorzystanie metod pseudospektralnych pozwala
na efektywna reprezentacj¢ funkcji Wignera i jej pochodnych. Metody te oferuja wyktadnicza zbieznos¢
dla gtadkich rozwiazan [88]]. Innym podejsciem jest spektralna metoda split-operator, pierwotnie opraco-
wana dla réwnania Schrodingera przez Feita, Flecka i Steigera [89]], a nastepnie zaadaptowana do réwnania
Liouville’a [90,[91]] i réwnania Moyala [92}, 193 194]. Metoda ta wykorzystuje transformate Fouriera do prze-
faczania migdzy reprezentacjami, w ktérych poszczegdlne czesci hamiltonianu sa operatorami mnozenia.
W dalszej czgsci tego rozdziatu przedstawiono szczegétowy opis metody split-operator, z uwagi na fakt, ze
bedzie ona stanowita podstawowy algorytm do ewolucji funkcji Wignera w prezentowanej pracy. Szczegoty

implementacji numerycznej wraz z pseudokodem algorytméw zamieszczono w Dodatku [A.4

2.4.1 Spektralna metoda split-operator

Rozwiazanie formalne réwnania (2.49) ma postac:
olto + At) = U(At)o(to), (2.52)

gdzie At € R jest skoficzonym interwalem czasu zwanym krokiem czasowym, a U(At) jest unitarnym

operatorem ewolucji czasowej. Operator ten mozna zapisac jako
U(A) = exp [—; (T n U) At] , (2.53)

gdzie operatory kinetyczny Ti potencjalny U definiuje si¢ nastgpujaco:

T = ihpax, (2.54)
m
U:U<x+m§p>—U<a:—m§”>. (2.55)

Operatory T i U nie komutuja ze soba, co uniemozliwia bezposrednie rozdzielenie operatora wyktadni-
czego. Metoda split-operator polega na aproksymacji operatora ewolucji przez iloczyn operatoréw wyktad-
niczych operatoréw TiU, gdzie kazdy z nich jest tatwy do obliczenia w odpowiedniej reprezentacji [79} 93]
Efektywnos¢ metody split-operator wynika z faktu, ze operatory TiU staja si¢ operatorami mnozenia (dia-
gonalnymi) w zaleznosci od reprezentacji. W reprezentacji (Ap|, gdzie & = i0x, p = p, A=)\0= —10p,

operator kinetyczny T jest operatorem mnozenia

) D)
(Ap[T'|o) = Wp (Aplo) . (2.56)
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, gdzie & = x, p = 10y, A= —i0,, 0 =0, operator potencjalny U jest operatorem

W reprezentacji (x6

mnozenia:
(20]U)0) = [U(x— h;) —U(ac—irhjﬂ (26]0) . (2.57)

Przejscie migdzy reprezentacjami realizowane jest przez transformaty Fouriera zdefiniowane w Do-
datku Oznaczajac przez F,_,) transformat¢ Fouriera wzgledem zmiennej x ze zmienng sprz¢zong

A, oraz przez J,_.¢ transformate wzgledem p ze zmienna sprzezona ¢/, mamy

(z0]0) = Fp—o (zplo) » (2.58)
(Aplo) = Famr (zp|0) - (2.59)

W praktyce numerycznej stosuje si¢ szybka transformate Fouriera (FFT), ktérej ztozono$¢ obliczeniowa wy-
nosi O(N log N) dla siatki o N punktach [93] 94, [71]]. Implementacje transformacji FFT z wykorzystaniem
biblioteki FFTW3 oméwiono w sekcji dodatku [A.4.3]

2.4.2 Schemat drugiego rzedu — faktoryzacja Stranga

Najprostsza aproksymacja operatora ewolucji jest symetryczny podziat Stranga [95]]:
Us(At) = ——TAt ——-UAt ——TAt 2.60
(o0 =en(-ra)en(tos)en(px). e
ktory jest doktadny do drugiego rzedu w kroku czasowym At:
U(AL) = Us(AL) + O(AE). (2.61)

Pojedynczy krok czasowy realizowany jest wedlug nastgpujacego algorytmu

_ 1AL
_ AN
X .7:9_1> » exp(hUA(x, 9)> Fp0 (2.62)

_ 1At
X Fal ,oxp (—2m>\p> Fax 0(z, p;to),
gdzie wprowadzono nastgpujace oznaczenie na réznicg potencjatow:

Ua(z,0) = U(x — h;) — U(m + hj) . (2.63)

Pseudokod algorytmu przedstawiono w sekcji dodatku [A.4.5]

2.4.3 Schemat czwartego rzedu — faktoryzacja China

Wyzsza doktadnos$¢ mozna osiagnaé stosujac faktoryzacje¢ czwartego rzedu [96, 97]]

Uy(At) = exp <_61h0At> exp <_QZhTAt>

X exp (—;;WAt) exp (—%TAIS) exp<—GZhUAt> ) (2.64)
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gdzie zmodyfikowany operator potencjalny W zawiera poprawke wynikajaca z komutatora:

W:ﬁ_ggp{ﬂqy (2.65)

Btad tej aproksymacji jest rzedu O(A#):
U(AL) = Us(At) + O(AL). (2.66)

W reprezentacji (x| zmodyfikowany potencjat przyjmuje postac:

At?
W(x,0) = Ua(z,0) — I8

)5
" [U/ <x B h20> v (x * hzgﬂ ’ 2.67)

gdzie U’(x) oznacza pochodna potencjatu. Schemat czwartego rzedu wymaga 5/3 razy wiecej operacji
niz schemat drugiego rzedu (pig¢ mnozen przez funkcje fazowe i odpowiednio wigcej FFT), jednak dla tej
samej doktadnosci pozwala na uzycie znacznie wigkszego kroku czasowego, co czyni go efektywniejszym

obliczeniowo w niektérych zastosowaniach [93]].

2.4.4 Dyskretyzacja przestrzeni fazowej

W implementacji numerycznej dwuwymiarowa przestrzefi fazowa jest ograniczona do skoiczonego obszaru
(=L, L] x [—Lp, Lp] i dyskretyzowana na siatce o wymiarach N, x N, na ktérej potozenie w m—tym

punkcie z,,, oraz ped p, w n—tym punkcie siatki wyrazone sa wzorami
Tm = —Lgz +mAzx, p, = —L,+ nAp, (2.68)

gdzie Az = 2L,/N,, Ap = 2L,/N,, natomiast m = 0,1,...,N, —1,n = 0,1,...,N, — 1. Dla

zmiennych sprzgzonych przez transformatg Fouriera mamy odpowiednio:

N,AN N,A8
L A= Ly = Ly = ~2=7 (2.69)

AN =
L, 2 2

T
Ly

Ze wzgledu na wlasciwosci dyskretnej transformaty Fouriera, siatka zmiennych A i # wymaga przesunigcia:

—Ly+ (k+%2)AN, k=0,1,..., 8 —1,
e = (2.70)

~La+ (k= )AN k=t N -1,

i analogicznie dla 6;. Doktadno$¢ numeryczna metody split-operator zalezy zaréwno od kroku czasowego
At, jak i od rozdzielczoSci siatki fazowej. Btad dyskretyzacji przestrzenne;j jest zwykle zaniedbywalny w po-

réwnaniu z bledem podziatu operatorowego, o ile siatka jest wystarczajaco gesta, aby uchwyci¢ strukture
funkcji Wignera [93].

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
ujecie przestrzenno-fazowe



2. Dynamika kwantowa w przestrzeni fazowej 20

2.5 Dynamika ukladu kwantowego w przestrzeni fazowej pod wplywem

pola elektromagnetycznego

Dotychczasowe rozwazania dotyczyly uktadéw kwantowych w potencjatach niezaleznych od czasu.
W wielu zastosowaniach praktycznych, wazng rolg odgrywa oddziatywanie uktadu z polem elektromagne-
tycznym. Pole to moze mie¢ charakter zewnetrzny, jak w przypadku naswietlania prébki promieniowaniem
laserowym, lub oddzialywanie moze miec charakter samouzgodniony. Oba scenariusze wymagaja odpo-

wiedniej modyfikacji rownania Moyala (2.49) i jego rozwiazan.

2.5.1 Modyfikacja réwnania Moyala dla potencjaléw zaleznych od czasu

W obecnosci zewngtrznego pola elektromagnetycznego energia potencjalna czastki natadowanej oddziatu-
jacej z polem moze jawnie zaleze¢ od czasu. Rozwazamy hamiltonian o symbolu Weyla w nastgpujace;j

postaci

2
H(xz,p;t) = 2pim + U(x;t), 2.71)

gdzie catkowita energi¢ potencjalng U (x; t) mozna roztozy¢ na czgs¢ statyczng i zmienng w czasie w naste-
pujacy sposob:
U(z;t) = Up(x) + Ue(x;t). (2.72)

Wyraz Up(z) reprezentuje czes¢ wiazaca energii potencjalnej, natomiast U, (z;t) opisuje oddziatywanie
z polem zewngtrznym. Jawna zalezno$¢ hamiltonianu od czasu wprowadza modyfikacje w réwnaniu Moy-
ala. Operator gestosci nie jest juz zachowany wzgledem przeksztatcenn generowanych przez staty hamilto-
nian, a réwnanie von Neumanna przyjmuje postac z jawnie zaleznym od czasu hamiltonianem H (t).
Stosujac transformacje Weyla, otrzymujemy réwnanie Moyala w postaci

do(z, p;t)

TR {o(z,p;t), H(z,p;t)}x =0, (2.73)

gdzie nawias Moyala jest obliczany dla funkcji H(x, p;t) traktowanej jako funkcja zmiennych fazowych

przy ustalonym czasie ¢. Dla hamiltonianu (2.71)) jawna posta¢ réwnania przyjmuje forme:

do pdo 1 ih ih
N . = . . 4
t+m il [U<x+0p7t>—l]<x— 8p,t>}g 0 (2.74)

Struktura réwnania jest analogiczna do przypadku stacjonarnego (2.50), z ta r6znica, ze energia poten-
cjalna U jest teraz funkcja zaréwno polozenia, jak i czasu.
2.5.2 Metoda split-operator dla potencjaléw zaleznych od czasu

Numeryczne rozwigzanie rownania (2.73) wymaga modyfikacji schematu split-operator przedstawionego
w sekcji [2.4.1] Operator ewolucji dla uktadu z hamiltonianem zaleznym od czasu nie jest juz zwyczajnym

operatorem wykladniczym, lecz operatorem wyktadniczym czasowo uporzadkowanym danym wzorem [[76/]

. t+At
Ut + At t) =T exp<—; / H(t) dt’> , (2.75)
t
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gdzie H (t) = T+U (x,t), a T oznacza operator porzadkowania czasowego Dysona. Zgodnie z [97, [98]]

powyzszy operator ewolucji czasowej mozna zapisaé w postaci
U(t + At,t) = exp {—; (ﬁ(t) + D)} :
przy czym dzialanie opratora D definiuje si¢ nastgpujaco:

F(t)eila(t) := F(t + AHG(®),

(2.76)

(2.77)

gdzie F'(t), G(t) sa funkcjami zaleznymi od czasu. Na implementacj¢ metody split operator dla hamilto-

nianu z energia potencjalna zalezng od czasu skladaja si¢ nastgpujace etapy:

1. Wprowadzamy operator T, =T+ D.

2. Korzystamy z oméwionych wczesniej schematoéw podziatu operatora ewolucji [95, 196, 97]]

3. Wykorzystujemy fakt, ze operatory T oraz D komutuja, co w konsekwencji prowadzi do faktoryzacji:

2.5.3 Zmodyfikowane schematy Stranga i China

Korzystajac z faktoryzacji Stranga (2.60), otrzymujemy zmodyfikowany schemat ewolucji

A~

Ulto + At, b)) ~ exp<—2ZhTAt

exp [—;U(fo + A;) At]

exp <—2ZhTAt) )

X

X

2.78)

(2.79)

gdzie operator kinetyczny 7 jest zdefiniowany w (2.54)), natomiast operator potencjalny zalezy teraz jawnie

od czasu:
N R h A ~ h A
Ut) = U(x— 20;t> —U<x—|—20;t> .

Pojedynczy krok czasowy realizuje si¢ wedtug algorytmu

_ 1At
olz,pito+ At) ~ F,\ eXp<—2mh>\p Frosr
_ 1At At
X .7-"9_{ » €XP [FLUA <x, 0;to + 2>] Fpo
_ IYAN
X fAi . eXp<—2mh/\p> Faosx 0(x,psto),

gdzie réznica potencjatéw jest teraz funkcja czasu:

ho ho
Un(z,0;t) = U<3:— 2;t> —U<x+2;t> )

(2.80)

2.81)

(2.82)
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Analogicznie pojedynczy krok czasowy mozna zrealizowa¢ wedtug schematu czwartego rzgdu (China)

oz, pito + At) ~ Fyg ., exp wgtUA(a? 0;to + At)] Fapy
X ]:1_/\—>gc xp (‘Jijf )\P> F1z—2
X Fyi, exp _Ql?tw <x,9;t0 + A;ﬂ Fapso (2.83)
X -7:1_/\—>x xp (‘Jijf )\P> F1z—2
X ]-"2_9_>p Xp ZﬁUA(QT 0; to)] Fapse0(r,p;to),

gdzie

At? hé hé
W(z,y;t) = UA(x’H;t)_Tg U a:—i-?;t - U 33—2;75)}

(2.84)
[U’ <a:+ h;;t) +U |z — hze’tﬂ ,

Szczegdty implementacji schematu dla potencjaléw zaleznych od czasu, w tym algorytm aktualizacji ma-
cierzy potencjatu, przedstawiono w sekcji dodatku

X

2.5.4 Samouzgodniony opis czastki naladowanej

Dotychczas oméwione schematy numeryczne zaktadaty, ze energia potencjalna zalezna od czasu, U(x;t),
jest zadana a priori, niezaleznie od stanu uktadu kwantowego. W przypadku czastek natadowanych rozktad
przestrzenny tadunku generuje jednak pole elektryczne, co stwarza mozliwo$¢ zaproponowania opisu dy-
namiki na podstawie schematu samouzgodnionego. Rozwazamy czastk¢ o tadunku ¢ i masie m z wiazaca
energig potencjalng Uy (z). Efektywna energia poetcncjalna odczuwana przez pojedyncza czastke sktada sig

z czgdci zewngtrznej oraz pola elektrycznego generowanego przez rozktad tadunku
U(w;t) = Up(x) + U3 1), (2.85)

gdzie U.(x;t) = qp(x;t) jest energia potencjalng czastki w polu elektrostatycznym o potencjale skalarnym

¢(x;t). Potencjat skalarny spetnia réwnanie Poissona:

dPe(a;t)  pela;t)
= (2.86)

gdzie e = ¢pe, jest przenikalnoscig elektryczng osrodka, przy czym g — przenikalno$¢ prézni, €, — wzgledna
przenikalnos$¢ dielektryczna, a p.(x;t) jest gestoscig tadunku elektrycznego. Dla czastki opisanej funkcja
Wignera o(z, p; t), gestos¢ tadunku mozna wyznaczy¢ z rozktadu brzegowego (2.23):
)
pe(w;t) = q/oo dp o(z, p;t) = qn(z;t), (2.87)
gdzie n(x;t) jest ggstoscia prawdopodobieristwa znalezienia czastki w potozeniu x, por. wzér . Mno-
zac réwnanie (2.86) przez g i wprowadzajac energi¢ potencjalna U, = g¢, otrzymujemy réwnanie Poissona

W postaci
d2U,(x;t) q [
=_1 -1). 2.
2 ; /_ dp o(z,p; 1) (2.88)
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2.5.5 Uklad réwnan Moyala—Poissona

Pelny opis samouzgodnionej dynamiki uktadu natadowanych czastek w przestrzeni fazowej dany jest przez

uktad réwnan Moyala—Poissona:

(do(x,p;t) _  p de(z,pit)
ot m  Ox
+ iﬁ [U (a: + m(%;t) — U(a: — map;t)} o(x,p;t)
‘ 2 (2.89)
Ul(z;t) = Up(x) + Ue(x;t)
d2Ue(:v;t) B
Tz —/ dp o(z,p;t)

\

Uktad (2.89) stanowi kwantowy odpowiednik klasycznego uktadu Vlasova—Poissona [99]]. Nieliniowy cha-
rakter tego uktadu wynika z faktu, ze energia potencjalna U.(z;t) zalezy funkcjonalnie od funkcji Wi-
gnera o(z,p;t), ktéra z kolei ewoluuje pod wptywem pelnej energii potencjalnej U (z;t). Rozwiazanie
uktadu (2.89) wymaga okreslenia:

* Warunku poczatkowego dla funkcji Wignera: go(x,p) = o(x, p;t = 0).
» Warunkéw brzegowych dla energii potencjalnej U (x; t).

W przypadku rozwigzania numerycznego na brzegu skoficzonej dziedziny obliczeniowej nalezy dodatkowo

uwzgledni¢ warunki brzegowe dla funkcji Wignera.

2.6 Metody numerycznego rozwiazywania ukladu Moyala-Poissona

Numeryczne rozwiazanie uktadu (2.89) wymaga iteracyjnego sprzezenia rozwiazania rownania ewolucji
funkcji Wignera z rozwigzaniem réwnania Poissona. Ze wzgledu na nieliniowy charakter sprzgzenia, ko-
nieczne jest staranne dobranie schematu czasowego zapewniajacego stabilnos¢ i zbieznos¢. Alternatywnym
podejsciem do bezposredniego rozwigzywania réwnania Moyala jest propagacja macierzy gestosci w repre-
zentacji potozeniowej metoda split-operator, a nastgpnie wyznaczanie funkcji Wignera przez transformatg

Fouriera. Podejscie to zostanie oméwione w niniejszym rozdziale.

2.6.1 Metoda split-operator dla réwnania von Neumanna

Réwnanie von Neumanna (2.14) w reprezentacji potozeniowej przyjmuje postac:

'h—a ( t) —h2 e + —82 +U(x;t) = Uy; t) | p( t) (2.90)
i x,y;t) = x;t) — ; x,Y; .
8tp ) y7 2m 8$2 8 2 ) y7 p ) y7 b

gdzie p(z,y;t) = (z|p(t)|y) jest macierza gestosci, a zmienne x i y odpowiadaja dwém niezaleznym

wspotrzednym potozeniowym. Réwnanie (2.90) mozna zapisaé w zwartej postaci:

gt (z,y;1) = [T+f2(t)} p(,y;t), 2.91)
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gdzie operatory kinetyczny Ti potencjalny f)(t) sa zdefiniowane nastgpujaco:

. ih (0 O
V(t) = = [Ua:t) = Uy ). (2.93)

Operator kinetyczny (2.92) staje si¢ operatorem mnozenia w przestrzeni pgdéw. Wprowadzajac zmienne

A1 6 sprzgzone odpowiednio do x i y przez transformaty Fouriera, otrzymujemy

- . —i(A\%2 - 6?)
T= f()x,@)—}(z,y) [%m Flay)—=(00) (2.94)
gdzie dwuwymiarowa transformata Fouriera jest zdefiniowana jako:
1 i
) — — L (zA+y0) .
f(m,y)%(k,@)p(ma Y; t) 2h //IR{Q dedy e n p(I, Y; t)' (2.95)

Stosujac symetryczny podziat Stranga do operatora ewolucji, otrzymujemy:

5 [PANARS At |
U(tg + At,tg) =~ exp 2V<t0 + 2)

X exp|AtT (2.96)

At At
X exp ?V t0+? ,

Pojedynczy krok czasowy At ewolucji macierzy gestosci przyjmuje zatem postac:

YAV
p(x,y;to + At) ~ exp [—2271 (U(x;tm) — Ul(y; tm))
1 —iAL(A? — 6?)
X F ) () P [2hm F @) —(00) (2.97)

exp [_i;‘ht (U (2 tm) — U(y;tm))] p(x,y; to),

X

gdzie t,,, = to + At/2.

2.6.2 Transformacja macierzy gestosci do funkcji Wignera

Po wyznaczeniu macierzy gestosci p(x,y;t) metoda split-operator konieczne jest obliczenie funkcji Wi-
gnera w celu wyznaczenia gestosci fadunku (2.87), potrzebnej do rozwiazania réwnania Poissona. Funkcja
Wignera jest zwigzana z macierza gestosci przez transformate (2.20)), ktéra po podstawieniu { — —y mozna

zapisa¢ w rownowaznej postaci jako:

I Y Y ipy
o(z,p;t) = 2777@/ dy P<$*§,$+§;t) eXP<h : (2.98)

Transformacja ta wymaga ewaluacji macierzy gestosci wzdtuz przekatnych (x — y/2, x + y/2), co nie od-
powiada bezposrednio weztom siatki obliczeniowej (zyy,, ¥y, ). Problem ten mozna rozwiazaé przez dekom-
pozycje transformacji liniowej na macierze Scinania (ang. shear decomposition). Transformacje wspétrzed-

nych (z,y) — (x — y/2,x 4+ y/2) mozna przedstawi¢ w postaci macierzowe;j:

)6

M

N
8 8
+ |
N ke
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Macierz M ma wyznacznik réwny 1, co gwarantuje zachowanie miary (objetosci) przy transformacji. Kazda
macierz rzeczywista o wyznaczniku réwnym 1 moze by¢ roztozona na iloczyn macierzy Scinania (por.

rozdziat 3.2.10 w [100])). Dla macierzy M we wzorze (2.99) dekompozycja przyjmuje postac:

boor) (P o) (2, (2.100)
I 1 1/\0 1

Kazda macierz $cinania odpowiada operatorowi przesunigcia, ktéry mozna zrealizowac efektywnie w prze-

strzeni Fouriera.

Definicja 2.6 (Operatory Sciniania). Operatorami $ninania nazywamy nastgpujace operatory [85]]

Sif(z,y) = f(z,x+y) =¥ f(x,y), (2.101)
Sof(a,y) = f(x - %y) = e 2% f(,y). (2.102)

Wykorzystujac nastgpujace wlasnosci transformaty Fouriera:

0 = Fol (AR Foon, (2.103)
By = Fouy(—i0/)F, L,

operatory .S1 i So mozna zapisac jako:

S1 = Four ye HOF L, (2.104)
So = F L e #mUF, ). (2.105)

Eaczac dekompozycje (2.100) z definicja (2.98), otrzymujemy algorytm obliczania funkcji Wignera z ma-
cierzy gestosci:

1 -
o(z,p;t) = \/ﬁfyﬂ 2915 pla, yst), (2.106)

Iub rozpisujac jawnie kolejno$¢ operacji, dostajemy

1 i, i _
Q(x,p; t) = ﬁe g pf()\,ly)ﬁ(m,p)e %y)\f(xﬁ)%()\,y)’ry—lﬁ p(a:,y;t). (2.107)

s

2.6.3 Pelny algorytm rozwiazywania ukladu Moyala—Poissona

Laczac metode split-operator dla réwnania von Neumanna z transformacja do funkcji Wi-
gnera (2.106), otrzymujemy kompletny algorytm rozwiazywania uktadu Moyala—Poissona. Przed rozpo-

czgciem propagacji czasowej nalezy:
1. Zada¢ poczatkowa macierz gestosci p(z, y; ¢ = 0) lub funkcje Wignera o(z, p;t = 0)
2. Obliczy¢ poczatkowa gestos¢ czastek n(z;t = 0)
3. Rozwiaza¢ réwnanie Poissona dla U, (z;t = 0) przy zadanych warunkach brzegowych
4. Wyznaczyé poczatkowy potencjat catkowity U(x;t = 0) = Up(z) + Ue(z;t = 0)

Nastepnie, w kazdym kroku czasowym ¢,, — t,4+1 = t, + At nalezy nastgpujace operacje:
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1. Propagacja macierzy gestosci: Zastosowanie schematu split-operator (2.97):
iAt
P pitai) = exp | =5 (U3 t) ~ Ust))
—iAt(A\? — 6?)

—1
X Fn0) @) exp[ 2hm ] F (@)= (\0)

X exp[— (U(z;tm) — U(y;tm))] p(x, y;tn),

gdzie t,,, = t, + At/2.

2. Transformacja do funkcji Wignera: zastosowanie formuty (2.106):
1 A
o(z, pytny1) = \/ﬁfyi 25152 p(2, Y5 tny).

3. Obliczenie gestosci czastek: Catkowanie funkcji Wignera po pedach:

[ee]
n(x;tn+1)=/ dp o(x, pstns1)-

—0oQ
4. Rozwiazanie réwnania Poissona: Wyznaczenie nowego potencjatu U, (z;ty,+1):

dQUe :L‘;tn 1 C]2
;;*)=—EMme>

5. Aktualizacja potencjalu catkowitego:

U(x;tnt1) = Up(x) + Ue(2; trta).

(2.108)

(2.109)

(2.110)

2.111)

(2.112)

Schemat blokowy przedstawiony na rysunku [2.1] ilustruje petny algorytm rozwiazywania uktadu

Moyala—Poissona.

Inicjalizacja

Zadaj macierz Oblicz gestose Rozwiaz Wyznacz,
< o as C Poi . T Ustaw
[l gestosel || czastek | | 1. Poissona: | | potencjal: ||
pla, it = 0) n(;t = 0) Uela;t = 0) U=Up+0e n 0
Krok czasowy t, — t,11
I
Propagacja Transformacja . » . .
I 18 J ,,'] Oblicz gestosé Rozwiaz Aktualizuj .
macierzy do funkeji ) ) . o Inkrementuj
Y . © L] czastek: || 1. Poissona: || potencjal: :
gestosei: Wignera: e nai
n n
n=[odp Ue(; tnt1 U = Uy + U,
pltn) = ptnt1) o(z, p;tnt1) f elaitni) b ¢

T
t

Rysunek 2.1: Schemat blokowy algorytmu rozwiazywania uktadu Moyala—Poissona.

Tak

Koniec

Przedstawiony algorytm rozwigzywania uktadu Moyala—Poissona, choc jest ogdlny i kompletny pod wzgle-

dem teoretycznym, nastrecza znacznych trudnoSci w implementacji numerycznej. Gtéwnym wyzwaniem

jest iteracyjny charakter sprzgzenia migdzy réwnaniem ewolucji funkcji Wignera a rownaniem Poissona,

ktéry wymaga starannego doboru schematu czasowego zapewniajacego zar6wno stabilnos¢, jak i zbiez-

nos$¢ rozwiazania. W szczeg6lnosci, aktualizacja energii potencjalnej U, (x;t) w kazdym kroku czasowym
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wprowadza nieliniowe sprzgzenie zwrotne, ktére moze prowadzi¢ do niestabilno$ci numerycznych przy
zbyt duzych krokach czasowych lub niedostatecznej rozdzielczosci siatki przestrzennej. Konieczno$¢ roz-
wiazywania réwnania Poissona (2.111)) w kazdym kroku czasowym znaczaco zwigksza koszt obliczeniowy
w poréwnaniu ze schematami dla zadanego potencjatu zewnetrznego. Dodatkowo, transformacja migdzy
macierza gestosci a funkcja Wignera (2.106) wymaga precyzyjnej implementacji dekompozycji przez ma-
cierze Scinania, ktéra jest wrazliwa na btedy zaokraglen przy duzych rozmiarach siatek obliczeniowych.
Z powyzszych wzgledéw, w ramach niniejszej pracy nie zaimplementowano petnego algorytmu samouzgod-
nionego. Obecnie prowadzone badania nad zastosowaniem tego algorytmu numerycznego zostaly poprze-
dzone opracowaniem dynamiki w zewnetrznych polach elektromagnetycznych — wyniki te zostaly szcze-
gétowo omoéwione w rozdziale i} Uzyskane tam do$wiadczenia stanowia podstawe do dalszego rozwoju
kodu numerycznego. Szczegdtowy opis architektury zaimplementowanego kodu oraz pseudokod gtéwnych

algorytméw umieszczono w Dodatku
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Rozdzial 3

Dynamiczna entropowa miara

nieklasycznoSci

For Wiener, entropy was a measure of
disorder; for Shannon, of uncertainty.
Fundamentally, as they were realizing, these

were the same.

James Gleick [101)]

Niniejszy rozdzial po§wigcony jest analizie dynamiki stanéw kwantowych w ujeciu przestrzenno-
fazowym, ze szczeg6lnym uwzglednieniem rodziny standw kota Schrodingera oddziatujacych z bariera po-
tencjatu. Centralnym elementem prezentowanych badan jest wykorzystanie entropii Wignera-Rényiego jako

miary nieklasycznoSci stanéw, ktérej zwiazek z parametrem nieklasycznosci Kenfacka-Zyczkowskiego.

Rozdziat otwiera Sekcja [3.1] w ktdérej wprowadzono entropi¢ Wignera-Rényiego w kontekscie
przestrzenno-fazowego opisu stanéw kwantowych. Przedstawiono definicj¢ tej rodziny entropii, wyprowa-
dzono dolne ograniczenie wraz z dowodem oraz wykazano zwiazek migdzy entropia potéwkowa (ov = 1/2)
a parametrem nieklasycznosci w postaci zaproponowanej przez Kenfacka i Zyczkowskiego w pracy [[15]].
Oméwiono réwniez zwiazek rodziny entropii Wignera-Rényiego z topologicznymi przejsciami fazowymi
w materiatach Diraca, symplektyczng niezmienniczo$§¢ miar entropowych oraz wlasno$¢ monotonicznosci
entropii wzgledem indeksu Rényiego.

W Sekcji opisano model fizyczny badanego ukladu. Zdefiniowano gaussowska barier¢ potencjatu
wraz z jej parametrami, omowiono rezimy rozpraszania nadbarierowego i podbarierowego oraz wprowa-
dzono rodzing stanéw kota Schridingera zalezna od fazy wzglednej: stan parzysty (f = 0), stan Yurkego-
Stolera (§ = 7/2) oraz stan nieparzysty (f = ).

Sekcja [3.3] zawiera opis metodologii obliczen numerycznych. Przedstawiono adaptacje spektralnej me-
tody split-operator do rozwigzywania rdwnania Moyala dla potencjatu niezaleznego od czasu, szczegéty

dyskretyzacji przestrzeni fazowej oraz parametry siatki obliczeniowej uzytej w symulacjach.

Wyniki symulacji numerycznych zaprezentowano w Sekcji [3.4] Przeanalizowano ewolucje czasowq

funkcji Wignera w przestrzeni fazowej dla wszystkich trzech stanéw, zbadano wpltyw fazy wzglednej na cha-
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rakterystyki entropowe oraz przeprowadzono systematyczna analiz¢ wplywu parametréw bariery — jej wy-

sokoSci i szerokoSci — na dynamike entropii Wignera-Rényiego i parametru nieklasycznosci.

3.1 Miary entropowe w reprezentacji przestrzenno-fazowej

Sformutowanie teorii kwantowej w przestrzeni fazowej jako teorii statystycznej z nieprzemienng algebra
obserwabli w naturalny sposéb prowadzi do wprowadzenia pojecia entropii jako fundamentalnej charakte-
rystyki stanu kwantowego. Jednakze definicja entropii w kontekscie funkcji Wignera napotyka na trudnosci
koncepcyjne zwiazane z mozliwoScia przyjmowania przez te funkcje wartosci ujemnych. Pierwsze préby
zdefiniowania entropii stanéw kwantowych w reprezentacji przestrzenno-fazowej opieraty si¢ na koncepcji
stanéw koherentnych, uznawanych za ,najbardziej klasyczne” stany kwantowe. Stany koherentne, repre-
zentowane przez funkcje gaussowskie minimalizujace zasadg nieokreslonosci, charakteryzuja si¢ nieujemna
funkcja Wignera zgodnie z twierdzeniem Hudsona (por. podrozdz. 2.2.2).

Znaczacy postep w rozwoju koncepcji entropii stanéw kwantowych w podejsciu przestrzenno-fazowym
stanowity prace Manfrediego i Feixa [102f], ktérzy wprowadzili pojecie kwantowej entropii liniowej wy-
korzystujac funkcjonat kwadratu funkcji Wignera. Alternatywne podejScie zaproponowali van Herstraeten
i Cerf [103]], wprowadzajac pojecie kwantowej entropii Wignera-Shannona opartej na stanach kwantowych
o dodatniej funkcji Wignera. Wyniki te zostaty nastgpnie uogdélnione na przypadek dowolnych catkowalnych
funkcji Wignera [[104, [105]].

Inny kierunek badan reprezentuje podejScie oparte na rzucie stanu kwantowego na stan koherentny, pro-
wadzace do quasi-rozktadu Husimiego, ktére doprowadzito Wehrla do koncepcji entropii von Neumanna
w przestrzeni fazowej [106]. Wynik Wehrla natomiast mozna rozpatrywac jako szczegdlny przypadek en-
tropii Rényiego-Wehrla — ktéra stanowi zdefiniowang na bazie rozktadu Husimiego miarg lokalizacji stanéw

kwantowych w przestrzeni fazowej [[107]].

3.1.1 Entropia Wignera-Rényiego

Entropia Wignera-Rényiego stanowi uogélnienie klasycznej entropii Rényiego na przypadek stanéw kwan-
towych reprezentowanych w przestrzeni fazowej. Dla stanéw czystych, gdzie funkcja Wignera moze by¢
interpretowana jako amplituda prawdopodobieristwa w przestrzeni fazowej (78 [79, [80]], kwadrat modutu
znormalizowanej funkcji Wignera stanowi wtasciwa gestos$¢ prawdopodobieristwa. Norma funkcji Wignera

w przestrzeni L?(R?) dla stanéw czystych przyjmuje stala warto$é:

1/2 1
. _ L) ]2 _

Na tej podstawie wprowadza si¢ znormalizowana funkcje Wignera zgodnie ze wzorem:

saspit) = — 2PN o i), (3.2)
lo( 5 D)l p2(re2)

dla ktérej kwadrat modutu, |§(z, p; t)|?, moze by¢ interpretowany jako gestos¢ prawdopodobienistwa w prze-

strzeni fazowe;j.
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Definicja 3.1 (Entropia Wignera-Rényiego). Entropia Wignera-Rényiego dla indeksu o > 0, o # 1 ma

postac

Sa(t) = 0 ! In [(2%71)0‘1 /]1@2 dzdp |o(z, p; t)[**] . (3.3)

—

Powyzsza definicja stanowi rozszerzenie wyniku [[104] na przypadek entropii Rényiego. W przypadku gra-

nicznym « — 1, entropia Wignera-Rényiego przechodzi w entropi¢ Wignera-Shannona:

a—1

Si(t) = lim S, (t) = —In(27h) — 27771/ dz dp |o(z, p;t)|* In [92(96,]); ], (3.4)
R2

Szczegblne przypadki entropii Wignera-Rényiego odpowiadaja innym charakterystycznym miarom entro-

powym. Dla a = 2 otrzymuje si¢ entropi¢ kolizyjna w postaci:
Sa(t) = ~1n [ dedp gt 0)1 (35)
R2
natomiast przypadek o — oo prowadzi do entropii min-max

Sec(t) = lim

a—+oo 1 — «x

i | [ dedo (2w 0P)° | =~ tn (e, @) G0
R2 2

(z,p)€R

Kazda z wymienionych entropii posiada precyzyjna interpretacje fizyczna. Entropia Shannona (v = 1)
opisuje deformacj¢ obszaru zajmowanego przez funkcje Wignera w przestrzeni fazowej, wywotang kwan-
towymi korelacjami potozenie-ped, ktére jednoczesnie wptywaja na ksztatt tej funkcji. Entropia kolizyjna
(e = 2) jest zwiazana z odwrotnoscia wspoélczynnika partycypacji w przestrzeni fazowej [108]], stano-
wigc miarg lokalizacji stanu kwantowego. Entropia min-max (o — o0) odpowiada maksimum ggstoSci
prawdopodobiefistwa w przestrzeni fazowej. Innym interesujacym przypadkiem jest entropia potdwkowa
Wignera-Rényiego (o« = 1/2), ktéra stanowi miar¢ nieklasycznosci stanu kwantowego, réwnowazng pa-
rametrowi nieklasycznosci Kenfacka-Zyczkowskiego [[13, [71]]. Interpretacja entropii poléwkowej zostanie

szczeg6towo oméwiona w rozdziale [3.1.4] gdyz stanowi to istotny oryginalny wynik niniejszej pracy.

3.1.2 Zwiazek entropii Wignera-Rényiego z topologicznymi przejsciami fazowymi

Przedstawiona definicja entropii Wignera-Rényiego ma charakter ogdlny i znajduje zastosowanie w roz-
nych obszarach fizyki kwantowej [[71}, (109, [110]]. Interesujacym przyktadem jest wykorzystanie rodziny
entropii S, dla réznych indekséw Rényiego do detekcji topologicznych przejs¢ fazowych w dwuwymia-
rowych materiatach Diraca [72]. Materiatem modelowym, w ktérym mozna zaobserwowac topologiczne
przejScie fazowe, jest silicen — dwuwymiarowa cienka warstwa krzemu [111]. W odréznieniu od grafenu,
silicen charakteryzuje si¢ silnym sprzg¢zeniem spin-orbita, ktére otwiera przerwe energetyczng w punktach
Diraca. Szeroko$¢ tej przerwy mozna kontrolowac za pomoca prostopadlego pola elektrycznego o nateze-
niu A, co umozliwia przejscie migdzy stanem izolatora topologicznego (A, < Agp), a stanem izolatora
pasmowego (A, > Ago), gdzie Ago oznacza stala sprzgzenia spin-orbita [112 [113]]. Kanonicznie topolo-
giczne przejscia fazowe charakteryzuje si¢ za pomoca liczby Cherna — catkowitoliczbowego niezmiennika
topologicznego. Alternatywna metodg, oparta na teorii informacji, zaproponowali Bolivar i wspéipracow-

nicy [114]], definiujac topologiczna liczbg kwantowa poprzez wzgledna entropi¢ Rényiego

ORI (AL) ORY ™ (A.) } 3.7)

C(A;) = &gn{ DA, A,
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gdzie Ry’ (A ) jest suma wzglednych entropii Rényiego dla elektronéw i dziur na n-tym poziomie Landaua,
a s oznacza kierunek spinu. Wielkos¢ C'(A,) przyjmuje warto$¢ +1 dla izolatora pasmowego oraz —1 dla
izolatora topologicznego.

Podejscie to mozna rozszerzy¢, zastepujac wzgledna entropie Rényiego entropia Wignera-Rényiego (3.3),

jak pokazano w [72]]. Zmodyfikowana topologiczna liczba kwantowa przyjmuje wéwczas postac:

L Josat(AL) S Ti(A,)
C(A,) = 31gn{ A, A, , (3.8)
gdzie Sa® (A,) oznacza catkowita entropi¢ Wignera-Rényiego dla elektronéw i dziur
Si(A2) = SS(AL) + S35 (AL). 3.9)

Zastapienie wzglednej entropii Rényiego entropia Wignera-Rényiego ma istotne uzasadnienie fizyczne.
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Rysunek 3.1: Topologiczna liczba kwantowa C'(A,) oparta na entropii Wignera-Rényiego dla silicenu
w obecnoSci pola magnetycznego B = 1 mT (gérny rzad) oraz B = 10 mT (dolny rzad). Kolumny odpowia-
daja indeksom Rényiego o« = 1/2, 1 i 2. Krzywe zielone przedstawiaja iloczyn pochodnych kombinowanej
entropii S4°/OA, - 8SL° /DA, dla pozioméw Landaua n = 1,2, 3. Linie zGltte oznaczaja znak tego
iloczynu, stanowigcy topologiczng liczbg kwantowa: C' = —1 dla izolatora topologicznego (A, < Agp)

oraz C' = 41 dla izolatora pasmowego (A, > Ago).

Wzgledna entropia Rényiego opiera si¢ wytacznie na diagonalnych elementach macierzy gestoSci w re-
prezentacji potozeniowej, bedac wrazliwa jedynie na lokalizacj¢ przestrzenng stanu. Funkcja Wignera
natomiast zawiera pelna informacj¢ o macierzy gestosci — elementy pozadiagonalne sa przeksztatcane

w zmienne pgdowe poprzez transformatg Weyla-Wignera. W konsekwencji entropia Wignera-Rényiego jest
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dodatkowo wrazliwa na korelacje potozenie-ped, ktore sa indukowane przez zewnetrzne pole magnetyczne
obecne w rozwazanym ukladzie. Obliczenia numeryczne dla silicenu w obecnosci réwnolegtych pdél ma-
gnetycznego i elektrycznego potwierdzaja skuteczno$¢ podejscia przestrzenno-fazowego [72]]. Rysunek [3.1]
przedstawia topologiczna liczbg kwantowa C(A,) wyznaczong na podstawie pochodnych kombinowane;j
entropii Wignera-Rényiego dla trzech najnizszych pozioméw Landaua (n = 1,2,3) i trzech indekséw
Rényiego (« = 1/2,1,2). lloczyn pochodnych entropii dla stanéw o przeciwnych spinach (krzywe zie-
lone) zmienia znak w punkcie krytycznym A./Ago = 1, co przektada si¢ na skokowa zmiang topolo-
gicznej liczby kwantowej (linie z6tte) z wartosci C' = —1 (izolator topologiczny) do C' = +1 (izolator
pasmowy). Wszystkie trzy indeksy Rényiego — odpowiadajace entropii potéwkowej (o = 1/2), entropii
Shannona (o« = 1) oraz entropii kolizyjnej (o« = 2) — poprawnie identyfikuja punkt przejscia fazowego,
co potwierdza uniwersalno$¢ rodziny entropii Wignera-Rényiego jako narzedzia do charakteryzacji topolo-
gicznych przej$¢ fazowych. Przedstawione podejscie moze by¢ zastosowane do innych dwuwymiarowych
materialéw Diraca z przerwa energetyczna, takich jak germanen czy stanenen, rozszerzajac zakres metod

teorii informacji w fizyce ciata statego [[72].

3.1.3 Dolne ograniczenie na entropi¢ Wignera-Rényiego

Twierdzenie 3.1 (Dolne ograniczenie entropii Wignera-Rényiego). Dla indeksu Rényiego o > 1/2 entropia

Wignera-Rényiego spetnia nieréwnos¢:

1 1/2\%!

Nieréwnos¢ (3.10) wysyca si¢ wtedy i tylko wtedy, gdy S, () jest obliczona dla gaussowskiej funkcji Wi-

gnera.

Dowdéd. Dowdd opiera si¢ na wynikach Lieba [115] dotyczacych ograniczeri norm LP funkcji Wignera
i zostat przedstawiony w pracy [71]. W pracy [115] rozwazany jest uogdlniony rozktad Wignera Wy , zde-
finiowany dla dwdéch funkcji f(z) i g(x), zwiazany z funkcja niejednoznacznos$ci wykorzystywana w prze-
twarzaniu sygnatéw. Funkcja Wignera stanu kwantowego reprezentowanego przez funkcje falowa ¢ (x) od-
powiada przypadkowi szczegélnemu f(z) = g(x) = ¢ (x), co wynika bezposrednio z definicji funkcji
Wignera przyjetej w niniejszej pracy (por. réwnanie (2.19)). Warunek (3.10) jest spetniony dla stanéw czy-
stych, dla ktérych zdefiniowano entropie Wignera-Rényiego (por. Rozdziat [3.1.1)). Za praca Lieba [115]

definiuje sie funkcjonat 72%(t) w postaci

12a<t) — 2104(7Th)a1/

dadp |o(z, p;t) >, (3.11)
R2

ktéry odpowiada normie L9 rozwazanej w pracy [115]] dla ¢ = 2a.
Przypadek oo > 1: Zgodnie z Twierdzeniem 1(d) pracy Lieba [115] (nieréwno$¢ (1.22)), dla p > 21 warunku

g(z) = f(x) zachodzi gérne ograniczenie

I s (p) < K(p,a,b) (|| fllallflls)" (3.12)
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|| f|lo 0znacza norme¢ L%(R), K (p, a, b) jest stata (por. wzor (1.16) w [113]),a1/a+1/b=1.Dlaa =b =2
oraz funkcji Wignera stanu czystego || f||2 = 1, stata K (p,2,2) = 2/p, co daje

1
() < —. (3.13)
«
Biorac logarytm naturalny obu stron nieréwnosci (3.13), otrzymuje si¢
InI?%(t) < —Ina. (3.14)
Z definicji (3.T1) wynika, ze:
Inr?(t) = (1 -a)n2+ (a—1)In(rh) + ln/ dz dp |o(z, p; t)*. (3.15)
R2
Podstawiajac (3.15)) do (3.14) i przeksztalcajac, uzyskuje si¢
2
ln/ dzdp |o(x, p;t)** < —Ina+ (o —1)In —. (3.16)
R2 Th

Mnozac obie strony nieréwnosci (3.16) przez czynnik 1/(1 — «), ktéry dla a > 1 jest ujemny, znak nie-
réwnosci ulega odwrdceniu:

1
11—«

1 2
ln/ dzdp |6(z,p;t)]?* > —— |—=Ina+ (a —1)In —| . (3.17)
R2 1l -« mh

Lewa strona nier6wnosci (3.17) jest réwna entropii Wignera-Rényiego S, (t) zgodnie z definicja (3.3).

Prawa strona po uproszczeniu przyjmuje postaé

1 1/ 2\t

co dowodzi nieréwnosci (3.10) dla o > 1.

Przypadek 1/2 < o < 1: Dla tego zakresu indeksu Rényiego stosuje si¢ Twierdzenie 2 pracy Lieba [113],
czg$¢ dotyczaca warunku g(x) = f(z) (por. nieréwnos¢ (1.25) w [113]), ktére dla 1 < p < 2 daje dolne
ograniczenie

Iy r(p) = K(p,a,b) (|| fllall f1s)"- (3.19)

Poniewaz 2 € [1,2) dla € [1/2,1), oraz przyjmujac a = b = 21 || f||2 = 1, nieréwnos¢ (3.19) implikuje

I**(t) > (3.20)

Q|+

Biorac logarytm i mnozac przez 1/(1 — «), ktory dla o < 1 jest dodatni, znak nieréwnosci zostaje zacho-
wany, co prowadzi bezposrednio do (3.10).

Warunek réwnosci: Zgodnie z Twierdzeniem 1(d) pracy Lieba [115], réwno$¢ w nieréwnosci (3.12) dla
warunku g(z) = f(z) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) jest dowolng funkcja gaussowska, nato-
miast funkcja Wignera funkcji gaussowskiej jest funkcja gaussowska [81]]. Analogiczny warunek réwnosci
obowiazuje dla Twierdzenia 2. W konsekwencji dolne ograniczenie entropii Wignera-Rényiego jest

osiagane wylacznie dla stanéw kwantowych reprezentowanych przez gaussowska funkcje Wignera. O
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3.1.4 Entropia poléwkowa: Interpretacja fizyczna i zwiazek z nieklasycznoScia

Podstawiajac o = 1/2 do definicji (3.3) i wykonujac odpowiednie przeksztalcenia algebraiczne, otrzymu-

jemy entropi¢ potéwkowa Wignera-Rényiego:
S1/2(t) =21In [/ dedp|o(z,p;t)|| + In(27h). (3.21)
R2

Poréwnujac powyzsze wyrazenie z definicja parametru nieklasycznosci Kenfacka-Zyczkowskiego wyra-
zong wzorem (2.26)):
5(t) = [ dedplofe. o) - 1 (322
R2

otrzymujemy zwiazek migdzy tymi wielko$ciami
Sl/Q(t) = 2In[§(t) + 1] + In(27h) (3.23)

Zwiazek ten pozwala na interpretacje entropii Sy /; jako logarytmicznej miary nieklasycznosci stanu re-
prezentowanego przez funkcje Wignera rozumiang jako funkcja falowa w przestrzeni fazowej. Parametr

nieklasyczno$ci mozna réwniez wyrazié przez entropig

o(t) = ! exp [51/22@)] —1. (3.24)

Dla stanéw o nieujemnej funkcji Wignera (gaussowskich), gdzie § = 0, entropia przyjmuje stata minimalng
warto$¢ Sy = In(27h), reprezentujaca logarytm objetosci komérki kwantowej w przestrzeni fazowe;.
Wartos¢ ta stanowi dolne ograniczenie entropii zgodne z Twierdzeniem [3.1] Warto zauwazy¢, ze Sadeghi
i wspotpracownicy [116] wykazali zwiazek parametru nieklasycznosci z entropig Tsallisa opartg na funk-
cji Wignera dla indeksu Tsallisa rownego jeden, jednak nie podali jawnej formuty taczacej te wielkoSci.
Przedstawiony powyzej wynik (3.23) stanowi doktadny zwiazek migdzy entropiag Wignera-Rényiego a pa-
rametrem nieklasycznosci. Warto zauwazy¢, ze dla o = 1/2 dolne ograniczenie wyrazone wzorem

przyjmuje warto$¢ S /o = In(27h), co odpowiada logarytmowi objetosci komdrki w przestrzeni fazowe;.

3.1.5 Monotonicznos¢ entropii Wignera-Rényiego wzgledem indeksu Rényiego

Istotng wiasnoscia rodziny entropii Wignera-Rényiego jest ich monotoniczno$¢ wzgledem indeksu Rény-

iego. Wiasnos$¢ ta ma znaczenie dla hierarchii miar entropowych.

Twierdzenie 3.2 (Monotonicznos¢ entropii Wignera-Rényiego). Niech f(x,p;t) = |o(x, p;t)|? bedzie ge-
stoscig prawdopodobienistwa w przestrzeni fazowej. Wowczas entropia Wignera-Rényiego rzedu o > 0
spetnia nierdwnos¢:

Solt) < S5(t), dla o> p. (3.25)

Dowdéd. Dowdd twierdzenia zostal pierwotnie przedstawiony w pracy [[110] (por. [110] Appendix B). Obli-

cza si¢ pochodng entropii S, (t) wzglgdem parametru «:

OaSa(t) = (1_1(1)2 In N, (t) + 1_104Nal(t)

/ dzdp f*(z,p;t)In f(z,p;t), (3.26)
RQ
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gdzie Ny (t) = [go dzdp f*(x,p;t) oznacza a-ta potege normy o funkcji f. Wprowadzajac znormalizo-

wany rozktad prawdopodobienistwa:

f(x,pst)
it) = 3.27
q()é(x7p7 ) Na(t) 9 ( )
po odpowiednich przeksztalceniach otrzymuje sig:
1 qa (2, p;t)
0a5a(t) = - dxd i) In ————=. 3.28
(o] a( ) (1 o Oé)2 /RQ €T p QOé(pr? ) n |é(l’,p,t)‘2 ( )

Wyrazenie po prawej stronie jest dywergencja Kullbacka-Leiblera Dkr,(qq]||0]?), ktéra jest zawsze nie-
ujemna [117]:
DxL(galllg®) >0 = 9aSa(t) 0. (3.29)

Stad entropia S, () jest funkcja nierosnaca wzglgdem «, co koriczy dowdd. O

Bezposrednia konsekwencja Twierdzenia [3.2]jest hierarchia entropii:
S1ja(t) = S1(t) = Sa(t) > ... > Seolt). (3.30)

Hierarchia ta ma istotne implikacje praktyczne entropia potdwkowa S /o stanowi gérne ograniczenie dla

wszystkich entropii Wignera-Rényiego wyzszego rzedu.

3.1.6 Symplektyczna niezmienniczo$¢ miar entropowych

Fundamentalna wtasnosScia miar entropowych opartych na funkcji Wignera jest ich niezmienniczo$¢ wzgle-
dem transformacji symplektycznych. Wilasnos¢ ta wynika bezposrednio z symplektycznej kowariancji funk-
cji Wignera [[13} 85, [118]]. Grupa symplektyczna Sp(1, R) sktada si¢ z macierzy 2 x 2 o wyznaczniku row-

nym jeden:
Sp(1,R) = {S € Mayx2(R) : STIS =J} = {S € Moys(R) : det S = 1}, (3.31)

gdzie J jest standardowa macierza symplektyczna spetniajaca warunki J7 = —J oraz J? = —I. Symplek-
tyczna kowariancja funkcji Wignera oznacza, ze symplektyczna zmiana zmiennych w argumentach funkcji

Wignera jest rownowazna obliczeniu funkcji Wignera dla przetransformowanej funkcji falowej [[74]:

O gp(®p) = 0y (S z p"), (3.32)

gdzie symbol Ks oznacza operator nalezacy do grupy metaplektycznej Mp(1) — grupy unitarnych operato-

réw dziatajacych w przestrzeni Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem [85]].

Definicja 3.2 (Symplektyczna niezmienniczo$¢ miar). Niech f : [-1/(wh),1/(7h)] — R bedzie funkcja
taka, ze catka
) = [ dwdp f (elapi) (3.33)

jest skonczona. Jezeli ewolucja czasowa funkcji Wignera jest generowana przez hamiltonian z potencjatem

bedacym wielomianem stopnia co najwyzej drugiego, to miara ¢(t) jest niezmiennikiem ruchu.
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W szczegdlnosci, dla ruchu swobodnego (potencjat zerowy) operator ewolucji czasowej jest operatorem
metaplektycznym, a zatem:

[ (@exp<_m2t)w0<x,p>) = [ s £ o lep). (3.34)

h 2m

Naturalng konsekwencja definicji[3.2]jest niezmienniczos¢ entropii Wignera-Rényiego przy swobodnej ewo-
lucji:

Sa(t) = Sa(0) = const dla ruchu swobodnego. (3.35)
Wtasno$¢ ta ma znaczenie praktyczne. Pozwala ona na wykorzystanie entropii Wignera-Rényiego jako
wskaznika interakcji stanu kwantowego z potencjalem rozpraszajacym [109,[110]. Przed wejsciem w obszar
oddziatywania, gdy stan ewoluuje swobodnie, entropia pozostaje stata. W obszarze oddziatywania z energia
potencjalng o charakterze nieharmonicznym ewolucja przestaje by¢ symplektyczna, a entropia ulega zmia-
nie. Wreszcie, po opuszczeniu obszaru oddzialywania, gdy stan ponownie ewoluuje swobodnie, entropia
stabilizuje si¢ na nowej, statej wartoSci. Obserwacja ta umozliwia wyznaczenie czasu interakcji stanu kwan-
towego z bariera potencjatu jako przedziatu czasowego, w ktérym entropia S, (¢) odbiega od wartosci stalej.
Zgodnie z hierarchia (3.30)), entropia potéwkowa S} /2 Zapewnia gorne ograniczenie na czas interakcji, pod-

czas gdy entropie wyzszego rzedu daja coraz wezsze oszacowania [110].

3.2 Model ukladu

W niniejszej sekcji przedstawiono model wykorzystany do badania dynamiki rodziny stanéw kota Schrodin-
gera oddzialujacych z bariera potencjatu. Rozwazany uktad, przedstawiony schematycznie na rys. [3.2]

sktada si¢ z bimodalnego stanu kwantowego, ktéry oddziatuje z gaussowska bariera potencjatu.

3.2.1 Stan poczatkowy: rodzina stanow kota Schrodingera

Stanem poczatkowym w przeprowadzonych symulacjach jest koherentna superpozycja dwdch gaussowskich
pakietow falowych — tak zwany stan kota Schrodingera [119} (120, [121]]. Funkcja Wignera takiego stanu
przyjmuje og6lna postac [94]:

1-p r—1x1)? 202
o(z, p;0) = A? - exp [—(252) — ﬁ(p —p1)?
B (x —x9)? 202
+A2%exp —W_ﬁ(p_pQ)Q
(3.36)
1-— — _
+2A2MCOS 0+p1 p2x+x2 1 p_p1+p2
™ h A 9
X exp L $_$1+x2 2_@ p_p1+p2 ?
2(5% 2 A2 D) )
gdzie czynnik normalizacyjny A dany jest wzorem:
1
2 _ 2 _ 2 _ -3
A— {1 + 2B = B) exp [5x(plh2 p2)®  (m;1 852302) ] cos [0+ (21 +x22)7(ip1 p2):| }
' 3.37)
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Struktura funkcji Wignera (3.36) sktada si¢ z trzech wyrazéw. Pierwszy wyraz opisuje gaussowski pa-
kiet falowy zlokalizowany w punkcie (x1,p;) przestrzeni fazowej z waga (1 — (). Drugi wyraz odpo-
wiada gaussowskiemu pakietowi zlokalizowanemu w punkcie (z2,p2) z waga 3. Trzeci wyraz stanowi
wyraz interferencyjny — ma on charakter oscylujacy z obwiednia gaussowska i zlokalizowany jest pomig-
dzy dwoma pakietami gaussowskimi. To wtasnie ten wyraz interferencyjny, przyjmujacy wartoSci ujemne
w pewnych obszarach przestrzeni fazowej, stanowi o nieklasycznosci stanu kota Schrodingera. W prze-
prowadzonych badaniach przyjeto konfiguracjg, w ktérej oba pakiety poruszaja si¢ ku sobie z przeciwnymi

pedami: po = —p1 = —py (por. rys.[3.2). Funkcja Wignera wyrazona wzorem (3.36) upraszcza si¢ wéwczas

do postaci
1-5 (r—x1)? 202 9
:0) = A2 —— — 2 (p-—
Q(%p, ) h exp |: 25% 72 (p pO)
g (x —1:9)? 262 9
A2 —— - F
AT P 252 2 P+ o)
(3.38)
1- 2 —
+ 2A27B( 8) cos [9 p P, 12 xlp]
m h h
<o 1 xr1 + T2 2 25% 9
Xp |—=—= |z — - — .
P 7252 2 2P
Zgodnie z pracami [94} [71]] przyjeto nastgpujace wartoSci parametréw
8 =0,5, 6926 =500 a.u., x3=-300au.,, =z =300au., pg=0,15a.u. (3.39)

Wybér 8 = 0,5 zapewnia réwne wagi obu pakietow, co prowadzi do symetrycznej postaci funkcji Wignera.
Parametr fazy wzglednej 6 w wyrazeniu (3.38) okresla charakter interferencji migdzy sktadowymi superpo-
zycji. Rozwazano trzy szczegdlne przypadki, tworzace trzyelementowa rodzing stanéw kota Schrodingera.
Dla # = 0 otrzymujemy parzysty stan kota Schrodingera (ang. even cat state) [18]. Odpowiadajaca mu
funkcja falowa w reprezentacji potozeniowej jest symetryczna wzgledem odbicia: ¢ (—z) = i (z). wyraz
interferencyjny w funkcji Wignera przyjmuje maksimum w Srodku uktadu (z = 0). Dla § = 7 otrzymu-
jemy nieparzysty stan kota Schrodingera (ang. odd cat state) [18]. Funkcja falowa jest antysymetryczna:
Y(—x) = —(z). wyraz interferencyjny przyjmuje warto$¢ zero w Srodku uktadu. Dla 6 = 7/2 otrzy-
mujemy stan Yurke’go-Stolera [[122], bedacy superpozycja z faza wzgledna +:. Dla przyjetych parame-
tréw (3.39) czynniki wyktadnicze w wyrazeniu na normalizacje (3.37):

29252 _ 2
exp <—];102x> ~1,7x 1071 exp (—W) ~82x 1071 (3.40)

sq pomijalnie mate. W konsekwencji wptyw fazy 6 na warto$¢ czynnika normalizacyjnego A jest zaniedby-

walny, a wszystkie trzy stany maja prawie identyczna norme.

3.2.2 Potencjal gaussowski

Centrum rozpraszajace modelowane jest przez barier¢ potencjatu w postaci funkcji gaussowskiej

2
(:E_m] 7 (3.41)

w?

U(z) = Uy exp {—
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gdzie Uy oznacza wysokos¢ bariery, w jest parametrem szerokosci bariery, a X g okresla polozenie jej
maksimum. W przeprowadzonych symulacjach bariera umieszczona zostata w centrum obszaru obliczenio-
wego (Xp = 0). Wybor potencjatu gaussowskiego jest podyktowany kilkoma czynnikami. Potencjat ten
nalezy do klasy funkcji bezwzglednie catkowalnych (U € L!(R)), co zapewnia skoficzony zasieg oddzia-
tywania i umozliwia jednoznaczna identyfikacje strefy oddziatywania. Ponadto bariera gaussowska stanowi
dobre przyblizenie rzeczywistych potencjatéw rozpraszajacych wystgpujacych w uktadach nanoelektronicz-
nych [17,[7].

3.2.3 Parametry bariery potencjalu

Dynamika stanu kwantowego w obecnosci bariery potencjatu zalezy od relacji migdzy energia kinetyczna
stanu a wysoko§$cig bariery. Rozrézniamy dwa podstawowe rezimy. W rezimie nadbarierowym Srednia ener-

gia kinetyczna pakietu falowego (Ex) = (p)2/(2m) przewyzsza wysokos¢ bariery Up:
(Ex) > Up. (3.42)

W tym przypadku klasyczny odpowiednik czastki przeszediby nad bariera bez odbicia. Jednakze w przy-
padku kwantowym, obserwuje si¢ zaréwno transmisje, jak i cze$ciowe odbicie stanu kwantowego. W rezi-

mie podbarierowym S$rednia energia kinetyczna jest mniejsza od wysokosci bariery:
(Ex) < Up. (3.43)

W tym przypadku dominujacym mechanizmem przenikania przez barier¢ jest efekt tunelowy. W przeprowa-

dzonych symulacjach zastosowano nastgpujacy zestaw parametrow, okreslany jako parametry standardowe:
Up = 0,008 au, w?=50au, Xpg=0. (3.44)

Dodatkowo  zbadano  wplyw  zmian  wysokoSci  bariery @ w  zakresie Uop €
{0,004; 0,008; 0,012; 0,016; 0,020} a.u. oraz szerokosci w zakresie w? € {50; 148; 216; 298; 500} a.u.
Taki dob6r parametréw umozliwia zbadanie dynamiki kwantowej w rezimie nadbarierowym oraz tunelo-
wym. Dla przyjetych parametrow poczatkowych (ped pg = 0,15 a.u.,, masa m = 1 a.u.) Srednia energia
kinetyczna wynosi:

vy _ (0,15)°

(Ep) = — = =0,01125 a.u. (3.45)

2m 2

Poréwnujac z wysokos$cig bariery standardowej Uy = 0,008 a.u., stwierdzamy, ze symulacje dla parametréw

standardowych przeprowadzono w rezimie nadbarierowym. Zmiana wysokosci bariery do Uy = 0,012 a.u.

lub wyzszej prowadzi do przejscia w rezim tunelowy.

3.3 Metodologia obliczen

Ewolucja czasowa funkcji Wignera jest wyznaczana przez numeryczne rozwigzanie réwnania Moyala (2.49)
z warunkiem poczatkowym w postaci stanu kota Schrodingera (3.38). W niniejszej sekcji przedstawiono

szczegbty implementacji numerycznej. Zastosowana metoda numeryczna opiera si¢ na spektralnej metodzie
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U(z)

D1 D2

AN AN

g} 0 L2

\ 4

Rysunek 3.2: Schemat koncepcyjny badanego uktadu. Dwa gaussowskie pakiety falowe tworzace stan kota
Schrodingera sg zlokalizowane w punktach x1 i x2 po przeciwnych stronach gaussowskiej bariery potencjatu

U (z). Pakiety poruszaja si¢ ku sobie z przeciwnymi pedami p; i ps = —p;.

split-operator opisanej szczegétowo w sekcji [2.4.1] Dla hamiltonianu z potencjatem niezaleznym od czasu,

H(z,p) = p?/(2m) + U(x), formalne rozwiazanie réwnania Moyala mozna zapisa¢ w postaci

o(z, p;t) = U(t)o(w, p; 0), (3.46)
Operator ewolucji jest aproksymowany za pomoca symetrycznego rozktadu Stranga [93]]
1AL ~ _ g g _ g 3

U(At) =~ exp < QhTAt) exp < hUAt) exp < 2hTAt> + O(At), (3.47)

gdzie T jest operatorem kinetycznym, a U operatorem potencjalnym. Pojedynczy krok czasowy ewolucji

funkcji Wignera przyjmuje postaé
o(x,pito + At) = ffj_m exp (—Zﬁf/\p> F1aa
X Fo gy XD [IALUA (7, )] Faposy (3.48)
X F g XD (—iz?;/\p> Fiaro(z, p;to),

gdzie funkcja pomocnicza Ua (z, y) zdefiniowana jest jako

Ua(z,y) :U(:zr—i—%) —U(z—%). (3.49)

Efektywna implementacja metody split-operator wykorzystuje szybkie transformaty Fouriera (FFT) do prze-

laczania migdzy reprezentacjami.

3.3.1 Parametry siatki obliczeniowej

Obliczenia przeprowadzono w jednostkach atomowych (h = e = m = 1) z nastgpujacymi parametrami

siatki obliczeniowe;j:
Ny =N, =1024, L,=1500au., L,=0,5au, At=10au. (3.50)

Rozmiary pudta obliczeniowego dobrano tak, aby funkcja Wignera zanikata w poblizu brzegéw w caltym
czasie trwania symulacji. W kazdym kroku czasowym obliczane sg entropia Wignera-Rényiego (3.21)) oraz

parametr nieklasycznosci (3.22) przez numeryczne catkowanie po przestrzeni fazowe;j.
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3.4 Wyniki

3.4.1 Dynamika funkcji Wignera w przestrzeni fazowej

Rysunekprzedstawia migawki funkcji Wignera o(z, p; t) dla trzech rozwazanych stanéw w wybranych
chwilach czasowych podczas interakcji z bariera potencjatlu. W odréznieniu od gestosci prawdopodobieii-
stwa |o(z, p;t)|?> przedstawionej w dalszej czesci rozdziatu, bezposrednia wizualizacja funkcji Wignera

umozliwia obserwacj¢ obszaréw przyjmujacych wartosci ujemne, ktére stanowiag o nieklasycznosci stanu.

t=15 x 10° a.u.

t=2.2x 10% a.u.

t=2.9 x 10°a.u.

t=3.6 x 10°a.u.

SEY b) c) d)
I
F"O 0 =5 == F y 4 0
=
o1 -0.2
~1[e) f) 9) h) 02
I
<0 S5 4 = 0
=) / )
a1 4 -0.2
=11 ) k) 1) 02
@ ) ’
‘T‘o 0 == F 3 #F y 4 0
=
[N} -0.2
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
X [102 a.u.] X [102 a.u.] X [102 a.u.] X [102 a.u.]

Rysunek 3.3: Migawki funkcji Wignera o(z, p; t) w przestrzeni fazowej dla parzystego stanu kota Schrodin-
gera (gérny rzad, panele a—d), stanu Yurkego-Stolera (Srodkowy rzad, panele e-h) oraz nieparzystego stanu
kota Schrodingera (dolny rzad, panele i-1) w chwilach ¢ = 1,5; 2,2; 2,9; 3,6 x 103 a.u. Obszary dodat-
nie zaznaczono kolorem czerwonym, obszary ujemne kolorem niebieskim. Szare kontury reprezentuja linie

ekwipotencjalne klasycznego hamiltonianu.

Jeszcze przed rozpoczgciem interakcji z bariera ujemne wartos$ci funkcji Wignera sa wyraZznie widoczne
dla wszystkich trzech rozwazanych stanéw poczatkowych [rys. @Ka), (e), (i)]. Obszary te powstaja za
sprawa wyrazu interferencyjnego w wyrazeniu (3.38)) i Swiadcza o nieklasycznym charakterze stanéw kota
Schrodingera. Podczas interakcji z bariera potencjatu dla nieparzystego stanu kota Schrédingera (6 = )
obserwuje si¢ szczeg6lnie wyrazne prazki interferencyjne w przestrzeni fazowe;j [rys.[3.3(j), (k)]. Prazki te sa
przejawem kwantowej interferencji migdzy sktadowymi superpozycji. Analogiczne struktury wystepuja dla
stanu parzystego, jednak z mniejsza amplituda. Inna obserwacja jest proces asymetryzacji stanu Yurkego-
Stolera podczas interakcji z bariera. Jak wida¢ na rys.[3.3f)—(h), poczatkowo symetryczna funkcja Wignera
stanu Yurkego-Stolera ulega asymetryzacji podczas oddziatywania z potencjatem i kontynuuje swobodng
ewolucje w asymetrycznej formie. Po interakcji wigksza czg$¢ funkcji Wignera pozostaje po lewej stronie

bariery.
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Uzupelnieniem analizy dynamiki funkcji Wignera w przestrzeni fazowej jest badanie ewolucji rozktadéw

brzegowych funkcji Wignera. Zgodnie z wzorami (2.23)) oraz (2.23) gestosé prawdopodobieristwa w prze-

strzeni polozen oraz gesto$¢é prawdopodobiefistwa w przestrzeni pedéw definiowane sg jako zerowe mo-
menty funkcji Wignera. Dla stanu poczatkowego (3.38) rozktady brzegowe mozna wyznaczyé analitycznie.

Gestos¢ prawdopodobiefistwa w przestrzeni potozen przyjmuje postaé
1-5 (x—x1)2] I6] (x — 39)?
n(z;0) = A? ex [— + A? exp | ———=—
(;0) /2702 P 202 \/2m02 P 202
9 1— _ Z1+x2)\2 _ 2 9
# a2V o | O P e [0 2 s [20, 4],

natomiast gesto$¢ prawdopodobiefistwa w przestrzeni pedow

3.51)

. 262 262 262 262
i(p; 0) = A*(1 — B)\/Eexp [—h;(p — po)ﬂ + A%B\| =5 exp [—h;(p - po)2]

262 262 282p2 (xg — 1) (x1 + z2)po
2A2 1— x _ Yz 2 _ 2Yzl0 .
+ VB —p) —73 €XP [ w2 P ] exp [ 2 } cos [ - P+ N + 9]
(3.52)

Struktura obu rozktadéw (3.51)) i (3:52)) jest analogiczna do struktury funkcji Wignera (3.38)): sktadaja si¢
z dwoéch wyrazéw gaussowskich odpowiadajacych poszczegdlnym pakietom oraz wyrazu interferencyjnego
modulowanego funkcja cosinus zalezna od fazy 6. Czynniki wyktadnicze thumiace wyrazy interferencyjne
sa rzedu 10710 dla rozktadu pedowego i 1074 dla rozktadu potozeniowego, co oznacza, ze wptyw fazy
6 na rozktady brzegowe w chwili poczatkowej jest pomijalny. Rysunek [3.4] przedstawia ewolucje czasowa
gestosci potozeniowej n(x;t) dla trzech rozwazanych stanéw. Dla stanéw parzystego [rys. a)] i nie-
parzystego [rys. [3.4(c)] dynamika jest symetryczna — oba pakiety falowe zblizaja si¢ do bariery, oddziatuja
z nig i rozchodza si¢ symetrycznie po obu stronach. Podczas interakcji z barierg widoczne sa wyrazne prazki

interferencyjne w przestrzeni potozen.

6fm0-0 = 1 foe==2 1 foo=x 2
- 1.5 5
= =}
c 4 e
™ 1 «
2 “ 2
=2 ' I 05 c
0 " " " " i " " " " " " i " " " " " " i " " 0
9 6 3 0 3 6 9 9 6 3 0 3 6 9 9 6 3 0 3 6 9
x[1 02 a.u.] x[1 02 a.u.] x[1 02 a.u.]

Rysunek 3.4: Ewolucja czasowa gestosci prawdopodobieristwa w przestrzeni potozen n(z;t) dla standardo-
wych parametr6w bariery: (a) parzysty stan kota Schrodingera (6 = 0), (b) stan Yurkego-Stolera (6 = 7/2),
(c) nieparzysty stan kota Schrodingera (6 = ).

Odmienna sytuacja wystepuje dla stanu Yurkego-Stolera [rys. 3.4(b)]. Po interakcji z bariera potencjatu
rozktad gestosci staje si¢ wyraZnie asymetryczny — okoto 85% gestosci prawdopodobiefistwa pozostaje
w obszarze po lewej stronie bariery. Rysunek przedstawia ewolucje czasowa gestosci pedowej 7 (p; t).

Poczatkowo dla wszystkich stanéw obserwuje si¢ dwa wyraZne piki odpowiadajace pedom pg = 0,15 a.u.
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i —po = —0,15 a.u. Podczas interakcji z bariera rozktad pgdow ulega poszerzeniu i modyfikacji. Dla stanéw
parzystego i nieparzystego rozktad pedowy pozostaje symetryczny wzgledem p = 0 przez caly czas symu-

lacji [rys. [3.5]a), (c)]. Natomiast dla stanu Yurkego-Stolera [rys. [3.5(b)] po interakcji z bariera obserwuje

si¢ asymetrie rozktadu pedowego, zgodna z asymetria przestrzenna pokazana na rys. [3.4(b).

6fa)o=0 b) 0 = 7/2 c)f=m 15
:; —
<4 10 3
=2 ’ ) ’ 5 =

0 0

45 -3 150 15 3 45 -45-3 150 15 3 45 -45-3 150 15 3 45
- - -1
p[107" a.u] p[107 au] p[107" a.u]

Rysunek 3.5: Ewolucja czasowa gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni pedéw 7.(p; t) dla standardo-

wych parametréw bariery: (a) parzysty stan kota Schrodingera (9 = 0), (b) stan Yurkego-Stolera (0 = 7/2),

(c) nieparzysty stan kota Schrodingera (8 = ).

3.4.2 Ewolucja gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni fazowej

Rysunek przedstawia migawki gestosci prawdopodobieristwa w przestrzeni fazowej, |o(z, p;t)|?, dla

trzech rozwazanych stanéw. Wielko$¢ ta, w odréznieniu od samej funkcji Wignera, jest zawsze nieujemna.

t=15 x 10% a.u.

t=2.2x 10° a.u.

t=2.9 x 10° a.u.

t=3.6 x 10° a.u.
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Rysunek 3.6: Migawki gestosci prawdopodobieristwa w przestrzeni fazowej |o(z, p;t)

| 2

dla parzystego

stanu kota Schrodingera (gérny rzad, panele a—d), stanu Yurkego-Stolera (Srodkowy rzad, panele e—h) oraz
nieparzystego stanu kota Schrédingera (dolny rzad, panele i—-1) w chwilach ¢ = 1,5; 2,2; 2,9; 3,6 X 103 a.u.

Szare kontury reprezentuja linie ekwipotencjalne klasycznego hamiltonianu.
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Przed wejSciem w obszar oddziatywania z bariera potencjalu wszystkie trzy stany ewoluuja swobodnie.
W tej fazie zachowana jest poczatkowa symetria funkcji Wignera wzgledem osi x = 0 dla wszystkich sta-
néw. W rezimie nadbarierowym (dla parametréw standardowych bariery) interakcja stanéw parzystego i nie-
parzystego z bariera nie prowadzi do naruszenia ich poczatkowej symetrii wzgledem inwersji przestrzennej
— oba stany zachowuja symetri¢ w catym procesie rozpraszania. Sytuacja jest jako§ciowo odmienna dla stanu
Yurkego-Stolera (§ = 7/2), gdzie interakcja z symetryczna bariera potencjatu prowadzi do asymetryzacji
rozktadu gestosci prawdopodobiefistwa, co jest zgodne z obserwacjami dla funkcji Wignera i rozktadéw

brzegowych przedstawionymi powyze;j.

3.4.3 Dynamika nieklasycznoSci

Zgodnie z wyprowadzonym zwiazkiem (3.23)), entropia S /2(t) 1 parametr nieklasycznosci d (t) zmieniaja
si¢ w niemal identyczny sposéb dla kazdego z rozwazanych stanéw. Rysunek [3.7]przedstawia zaleznos¢ cza-
sowa entropii Wignera-Rényiego S /5(t) oraz parametru nieklasycznosci §(t) dla trzech rozwazanych sta-
néw przy standardowych parametrach bariery i stanowi obliczeniowy dowdd poprawnosci wyprowadzone;j
relacji. Parzysty stan kota Schrodingera (f = 0) charakteryzuje si¢ najwigkszymi warto$ciami maksymal-
nymi entropii S /o i parametru § podczas interakcji z bariera. Krzywe wykazuja wyrazny pik w obszarze
interakcji, a nastgpnie stopniowo daza do wartoSci asymptotycznej. Nieparzysty stan kota Schrodingera
(6 = m) osiaga mniejsze wartosci maksymalne obu wielko$ci w poréwnaniu ze stanem parzystym, a war-
tosci asymptotyczne sg osiggane wyraznie szybciej. Stan Yurkego-Stolera ( = m/2) przejawia posrednie
zachowanie pod wzgledem warto$ci maksymalnych, lecz charakteryzuje si¢ istotng réznica jakoSciowa —
warto$¢ koricowa entropii (i parametru §) jest mniejsza od warto$ci poczatkowej. Zmniejszenie to jest bez-
posrednio zwiazane z asymetryzacja stanu podczas interakcji z bariera, obserwowana na rys. [3.3[f)—(h) oraz
rys.[3.4(b). Asymetryzacja prowadzi do czesciowej destrukcji wyrazu interferencyjnego w funkcji Wignera,

ktéry jest Zrédtem ujemnych wartosci tej funkcji i tym samym nieklasycznosci stanu.

—0=0 14
3510 = /2
34 0=m7

2 4 6 8 T
1[103 a.u]

1
2 4 6 8

t[10% a.u]

Rysunek 3.7: Wptyw fazy wzglednej 6 na entropi¢ Wignera-Rényiego rzedu o = 1/2 dla standardowych

parametréw bariery. Wstawka przedstawia parametr nieklasycznosci §(t).
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3.4.4 Wplyw wysokoSci bariery

Rysunki 3.8 [3.9]i 3. 10| przedstawiaja wptyw wysokosci bariery Uy i szerokosci w na parametr nieklasyczno-
Sci oraz entropi¢ potdéwkowa Wignera-Rényiego odpowiednio dla stanu parzystego, stanu Yurkego-Stolera

i stanu nieparzystego.

U, [a.u] w? [a.u]

0.004--0.008 —0.012—0.016—0.020 - 50 148 216-—298 —500

)

t[10% a.u] t[10% a.u]

Rysunek 3.8: Wptyw (a) parametru Uy oraz (b) parametru w? na entropie Wignera-Rényiego S, /2 dla
parzystego stanu kota Schrodingera (f = 0). Wstawki przedstawiaja parametr nieklasycznosci 6. Gruba
przerywana czarna linia odpowiada wynikom dla standardowych parametréw bariery (Uy = 0,008 a.u.,

w? = 50 a.u.).

Dla parzystego stanu kota Schrodingera (Rysunek [3.8p) bariery wyzsze niz Uy = 0,012 a.u. (tj. w rezimie
podbarierowym) prowadza do najwigkszych wartosci szczytowych entropii .51 /o sposréd wszystkich roz-
wazanych standw. Dla najnizszej bariery Uy = 0,004 a.u. entropia nie tylko osiaga najmniejsze maksimum,
ale takze najszybciej dazy do statej wartoSci koficowej. Co istotne, wartoSci poczatkowe i koficowe entropii
s identyczne dla wszystkich wysokosci bariery — parzysty stan kota Schrodingera zachowuje swoja syme-
tri¢ niezaleznie od sity oddziatywania z bariera. Wptyw szerokos$ci bariery na dynamike stanu parzystego
(Rysunek [3.8b) wykazuje istotne réznice w poréwnaniu ze zmiang wysokosci. Jedynie dla standardowych
parametréw wartosci poczatkowe i koncowe entropii sa identyczne. Ze wzrostem szerokosci bariery warto-
Sci koficowe entropii rosna wzgledem poczatkowych, a im szersza bariera, tym szybciej entropia i parametr
nieklasycznos$ci osiagaja stata warto$¢ asymptotyczna. Zwigkszenie szerokoSci bariery skutkuje zatem sta-
nem koncowym o wigkszej nieklasycznosci.

Dla stanu Yurkego-Stolera (Rysunek [3.9) juz przy standardowych parametrach bariery wartos¢ kori-
cowa entropii jest mniejsza od poczatkowej. Obnizenie bariery do Uy = 0,004 a.u. przybliza wartos$¢ kofi-
cowg do poczatkowej, co sugeruje zachowanie poczatkowej symetrii stanu. Zwigkszenie wysokosci bariery
prowadzi do wigkszej asymetryzacji i tym samym wigkszej réznicy migdzy warto$ciami poczatkowa i kon-
cowa. Dla Uy = 0,020 a.u. trend ulega odwrdéceniu — wartosci koficowe zblizaja si¢ do tych obserwowanych
dla parametréw standardowych. Dla stanu Yurkego-Stolera (Rysunek [3.9p) zwigkszenie szerokosci bariery
prowadzi do podobnego efektu jak dla stanu parzystego — wzrostu koricowej warto$ci entropii, co ozna-
cza, ze szersza bariera modyfikuje stopiefi asymetryzacji stanu. Obserwacje te wskazuja, ze asymetryzacja
stanu Yurkego-Stolera moze by¢ kontrolowana przez parametry potencjatu. Dla nieparzystego stanu kota

Schrédingera (Rysunek [3.10p) wptyw wysokosci bariery jest jakosciowo podobny do stanu parzystego, z ta
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U, [a.u] w? [a.u]
0.004--0.008 —0.012—0.016 —0.020 = 50 148 216 —298 —500
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Rysunek 3.9: Wplyw (a) parametru Uy oraz (b) parametru w? na entropi¢ Wignera-Rényiego S; /2 dla stanu
Yurkego-Stolera (6 = 7/2). Wstawki przedstawiaja parametr nieklasycznosci 0. Gruba przerywana czarna

linia odpowiada wynikom dla standardowych parametréw bariery.

rdznica, ze warto$ci szczytowe entropii sa systematycznie mniejsze. Oznacza to, ze ewolucja nieparzystego
stanu jest mniej nieklasyczna w poréwnaniu ze stanem parzystym dla tych samych parametréw bariery. Po-
dobnie jak dla stanu parzystego, nieparzysty stan zachowuje poczatkowa symetri¢ niezaleznie od wysokosci
bariery. W przypadku stanu nieparzystego (Rysunek [3.10b) obserwuje si¢ odmienne zachowanie. Nieza-
leznie od szerokoSci bariery, wartoSci poczatkowe i koficowe entropii pozostaja identyczne — poczatkowa
symetria nieparzystego stanu jest zawsze zachowana po interakcji z barierg. W przeciwienistwie do stanu

parzystego, dla nieparzystego stanu im szersza bariera, tym pdZniej entropia osiagga warto$¢ asymptotyczna.

U [a.u.] w? [a.u.]

ol

3.4} a) T2 { b)

t[10°au]

t [10° a.u.] t [10° a.u.]

Rysunek 3.10: Wpltyw (a) parametru Uy oraz (b) parametru w? na entropi¢ Wignera-Rényiego S; /2 dla
nieparzystego stanu kota Schrodingera (§ = ). Wstawki przedstawiajq parametr nieklasycznosci §. Gruba

przerywana czarna linia odpowiada wynikom dla standardowych parametréw bariery.

3.5 Wnioski

Przeprowadzona analiza dynamiki nieklasycznosci stanéw kwantowych w ujeciu przestrzenno-fazowym

prowadzi do szeregu wnioskdw o znaczeniu zaréwno fundamentalnym, jak i praktycznym.
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Po pierwsze, wykazano $cisty zwiazek migdzy entropia Wignera-Rényiego rzgdu o = 1/2 a parametrem
nieklasycznosci Kenfacka-Zyczkowskiego, wyrazony zaleznoscia (3.23). Zwiazek ten nie tylko potwierdza
spdjnos¢ obu miar nieklasycznosci, ale takze dostarcza interpretacji entropii potéwkowej jako miary niekla-
Sycznosci.

Po drugie, systematyczna analiza dynamiki stanéw kota Schrédingera ujawnia fundamentalna role sy-
metrii stanu poczatkowego w procesie rozpraszania na barierze potencjatu. Stany parzyste i nieparzyste
zachowujg t¢ symetri¢ niezaleznie od parametrOw bariery, co przejawia si¢ w identycznych warto$ciach
poczatkowych i koricowych entropii oraz parametru nieklasyczno$ci. Stan Yurkego-Stolera, pozbawiony
okreslonej parzystosci, ulega asymetryzacji podczas oddziatywania z bariera, co prowadzi do czgsciowe;j
destrukcji wyrazu interferencyjnego i zmniejszenia nieklasycznos$ci stanu koficowego. Obserwacja ta ma
potencjalne implikacje dla inzynierii stanéw kwantowych — dobér odpowiedniej fazy wzglednej superpo-
zycji oraz parametrow potencjatu umozliwia kontrolowanie stopnia nieklasycznosci stanéw po procesie
rozpraszania.

Po trzecie, wykazano uniwersalnos$¢ rodziny entropii Wignera-Rényiego jako narzedzia do charaktery-
zacji topologicznych przej$¢ fazowych w dwuwymiarowych materiatach Diraca. Zdefiniowana topologiczna
liczba kwantowa (3.8), oparta na pochodnych catkowitej entropii Wignera-Rényiego, poprawnie identyfikuje
punkt przejscia migdzy izolatorem topologicznym a izolatorem pasmowym dla r6znych indeks6w Rényiego.
Podejscie przestrzenno-fazowe ma przewage nad metodami opartymi na wzglednej entropii Rényiego, gdyz
funkcja Wignera zawiera petng informacj¢ o macierzy gestosci, wtacznie z korelacjami potozenie-ped indu-
kowanymi przez zewngtrzne pole magnetyczne.

Przedstawione wyniki wskazuja na entropi¢ Wignera-Rényiego jako wszechstronne narzgdzie do bada-
nia wtasciwosci kwantowych uktadéw fizycznych — od dynamiki nieklasycznosci w procesach rozpraszania,
poprzez charakterystyke topologicznych przej$¢ fazowych, az po potencjalne zastosowania w detekcji efek-

tow kwantowych w uktadach biologicznych, co zostanie rozwinigte w rozdziale 4]
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Rozdzial 4

Tunelowanie protonu w DNA pod wplywem

pola elektromagnetycznego

Are the laws of atomic and quantum physics

of essential importance for life?

Ernst Pascual Jordan [123)]

Niniejszy rozdziat przedstawia wyniki badan nad dynamika kwantowa transferu protonu w parze zasad
adenina-tymina (A-T) struktury DNA pod wptywem promieniowania elektromagnetycznego w zakresie
podczerwieni. Prezentowane badania oparte sa na podejsciu przestrzenno-fazowym wykorzystujacym row-
nanie Moyala dla funkcji Wignera i stanowig zastosowanie formalizmu przedstawionego w Rozdziale [2|
Centralnym zagadnieniem jest analiza wptywu zmiennego w czasie pola elektrycznego na prawdopodo-
biefistwo tunelowania protonu przez barierg potencjatu migdzy minimami energetycznymi formy kanonicz-
nej oraz tautomerycznej pary zasad. Rozdziat otwiera Sekcja .1} w ktérej przedstawiono model teore-
tyczny badanego uktadu. Oméwiono efektywny potencjatl podwdjnej studni opisujacy stany energetyczne
formy kanonicznej i tautomerycznej w parze zasad A-T. Nastgpnie wyprowadzono posta¢ zaburzenia wy-
wotanego promieniowaniem elektromagnetycznym w przyblizeniu dipolowym oraz oméwiono dynamiczne
miary charakteryzujace proces tunelowania: dynamiczny wspéiczynnik tunelowania i entropi¢ potéwkowa
Wignera-Rényiego. Sekcja [4.2] zawiera opis metodologii obliczenn numerycznych. W Sekcji [4.3] przeana-
lizowano dynamike tunelowania protonu w nieobecnosci pola zewngtrznego. Wyznaczono widmo mocy
amplitudy wspétczynnika tunelowania i zidentyfikowano piki spektralne odpowiadajace przejSciom mig-
dzy stanami wlasnymi ponad bariera potencjatu. Sekcja [.4] prezentuje gtéwne wyniki dotyczace wptywu
pola elektromagnetycznego na proces tunelowania. Zbadano modyfikacje profilu potencjatu przez oscylu-
jace pole elektryczne, wprowadzono formalizm stanéw Floqueta opisujacy uktad periodycznie zaburzany
oraz przeprowadzono systematyczng analizg zaleznosci wspétczynnika tunelowania oraz entropowej miary

nieklasycznosci od czestotliwosci i amplitudy promieniowania podczerwonego w zakresie 10-18 THz.
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4.1 Model teoretyczny ukladu

Struktura DNA, odkryta w 1953 roku [54! 155]], opiera si¢ na precyzyjnym parowaniu zasad azotowych po-
przez wigzania wodorowe: adeniny z tyming (A-T) oraz guaniny z cytozyng (G—C). Poprawne parowanie
zasad jest fundamentalne dla przechowywania informacji genetycznej oraz procesu replikacji DNA. Jed-
nakze, jak zasugerowat Lowdin [57] okoto dekade po odkryciu struktury DNA, zasady azotowe moga wy-
stgpowaC w formach tautomerycznych, bedacych izomerami strukturalnymi r6zniacymi si¢ potozeniem pro-
tonéw w wigzaniach wodorowych. Tautomeryzacja zachodzi wskutek spontanicznej migracji atomu wodoru
(protonu) wzdtuz wiazania wodorowego taczacego zasady w parze. Proces ten, jest postrzegany jako tune-
lowanie kwantowe i moze prowadzi¢ do powstania form tautomerycznych A*~T*, ktére podczas replikacji
DNA moga powodowac nieprawidlowe parowanie zasad, skutkujac mutacjami punktowymi o potencjalnie
mutagennych wilasciwosciach. W prezentowanych badaniach zastosowano podejscie przestrzenno-fazowe
do opisu dynamiki protonu w parze zasad A-T. Model jednowymiarowy charakteryzowany jest przez sym-
bol Weyla jednoczastkowego efektywnego hamiltonianu, ktérego postaé jest zgodna z klasycznym odpo-

wiednikiem:
2
p
H t) = — +U(x,t 4.1
(l‘7p’ ) 2mp + (x7 )7 ( )

gdzie m,, oznacza mase protonu, p jest pedem, = potozeniem, a U (x, t) energia potencjalna. Energia poten-

cjalna sktada si¢ z dwéch wyrazéw:
U(.%', t) - Ub(x> + Ue(xv t)v 4.2)

gdzie Uy () reprezentuje energie potencjalng wiazaca, natomiast U, (x,t) opisuje zalezne od czasu zabu-
rzenie wywotane promieniowaniem elektromagnetycznym. Czes$¢ wiazaca Uy () przyjeto w postaci wielo-

mianu czwartego stopnia, zgodnie z wynikami obliczeii DFT [52]:

4
Up(x) =Y i’ 4.3)
i=0

gdzie wprowadzono bezwymiarowa wspétrzedna & = x /v, a parametr « reprezentuje potowe odlegtosci
migdzy minimami energii potencjalnej. Taka parametryzacja pozycjonuje minima w punktach £ = =£1.
Energia potencjalna ma charakterystyczng strukturg asymetrycznej podwdjnej studni potencjatu: gleb-
sza studnia odpowiada kanonicznemu stanowi A—T, natomiast ptytsza — tautomerycznemu A*-T* [52]. Ba-
riera potencjatu separujaca obie studnie stanowi przeszkode, przez ktéra proton moze tunelowac. WartosSci
numeryczne wspotczynnikéw a; oraz parametru skalujacego o zestawiono w Tabeli[d.1] Parametr skalujacy
Q. Wyznaczono numerycznie poprzez poréwnanie obliczonych pozioméw energetycznych z wartoSciami re-
ferencyjnymi podanymi w pracy [52]. Rozwiazujac bezwymiarowe réwnanie Schrodingera niezalezne od

czasu:
R? a2

H, =E Hy=——_—
0 |Px) k|dk),  Ho 2ma? 4g°

+ Up(§), (4.4)

metoda r6znic skoriczonych na siatce przestrzennej x € [—4.5,4.5] a.u., okreslono optymalng warto$é

a = 1.963 a.u., dla ktérej btad procentowy wzgledem oSmiu referencyjnych pozioméw energetycznych nie
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Tabela 4.1: Parametry potencjalu wigzacego w jednostkach atomowych. Wartos$ci wspétczynnikéw a; po-
chodza z obliczen DFT [52]], parametr skalujacy o wyznaczono numerycznie przez dopasowanie do widma

energetycznego.

Parametr Warto$¢ [a.u.]

o 1.963
a4 0.0207
as —0.0053
as —0.0414
ai 0.0158
ao 0.0312

przekracza 0.2%. Analiza struktury stanéw wtasnych, zilustrowanych na rys. ujawnia istotne wtasciwo-
Sci uktadu (por. tab. 4.2). Pierwsze pie¢ stanéw wilasnych (k = 0,...,4) jest catkowicie zlokalizowanych
w glebszej studni potencjatu, odpowiadajacej kanonicznemu stanowi A-T. Stan szésty (k = 5) jest pierw-
szym stanem posiadajacym niezerowe prawdopodobienistwo obecnosci w ptytszej studni (reprezentujace;j
stan tautomeryczny A*-T*). Stany Kk = 51k = 6 oraz kK = 71 k = 8 tworza charakterystyczne dublety
tunelowe. Dwunasty stan wlasny (k = 11) o energii £1; = 0.03371 a.u. (0.917 eV) jest pierwszym stanem

lezacym powyzej bariery potencjatu.

Tabela 4.2: Energie pierwszych dwunastu stanéw wilasnych potencjatu wiazacego. Stany od k = 0do k = 4
s zlokalizowane w glebszej studni (forma kanoniczna), stany k = 51k = 6orazk = 71 k = 8 tworza

dublety tunelowe, natomiast stan £ = 11 jest pierwszym stanem ponad bariera potencjatu.

Poziom & Energia [a.u.] Energia [eV]

0 0.00261 0.071
1 0.00771 0.210
2 0.01262 0.343
3 0.01731 0.471
4 0.02175 0.592
5 0.02315 0.630
6 0.02588 0.704
7 0.02716 0.739
8 0.02960 0.806
9 0.03070 0.836
10 0.03258 0.886
11 0.03371 0.917
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Rysunek 4.1: Profil wiazacej energii potencjalnej U, (x) w postaci asymetrycznej podwdjnej studni w jed-
nostkach atomowych. Liniami poziomymi zaznaczono energie pierwszych dwunastu stanéw wilasnych.
Glebsza studnia (po lewej stronie) odpowiada kanonicznemu stanowi A-T, natomiast ptytsza studnia (po
prawej) — stanowi tautomerycznemu A*~T*. Asymetryczna bariera potencjatu znajduje si¢ w okolicy x = 0,

jednakze jej maksimum nie lezy doktadnie w zerze.

4.1.1 Oddzialywanie z promieniowaniem elektromagnetycznym

Umieszczenie struktury DNA w obszarze zaleznego od czasu pola elektromagnetycznego modyfikuje profil
energii potencjalnej tunelujacego protonu. Oddziatywanie protonu ze sktadowa elektryczna promieniowania

opisuje wyraz U, (x,t) w réwnaniu (4.2)), ktéry mozna wyznaczy¢ z zaleznosci:

dUe(z; 1)

P qB(x;1), (4.5)
gdzie ¢ = +e jest tadunkiem protonu, a E(x;t) oznacza zalezna od czasu sktadowa pola elektrycznego
promieniowania elektromagnetycznego. Dla fali ptaskiej pole elektryczne przyjmuje postaé

E(z;t) = Epsin <Qt + 2;\Tx> , (4.6)

gdzie Fy jest amplituda pola elektrycznego, {2 = 27v czgstosScia kolowa, v czestotliwoscia, a A diugo-
Scig fali promieniowania. Czestotliwos¢ i dtugos$é fali zwiazane sg zaleznoscia v = ¢/, gdzie ¢ oznacza
predkos¢ $wiatta. Catkujac réwnanie (4.3), otrzymujemy energie potencjalng oddziatywania:

A 2m
Ue(z,t) = qug [cos <Qt + /\:I}) - 1] . 4.7)

W prezentowanych badaniach rozwazane jest promieniowanie podczerwone (IR) w zakresie THz. Wybdr
tego zakresu spektralnego podyktowany jest faktem, ze promieniowanie IR, w przeciwienstwie do promie-
niowania ultrafioletowego, rentgenowskiego czy -y, nie powoduje bezposrednich uszkodzen strukturalnych
DNA [124] 125 [126]. Promieniowanie o wyzszych energiach prowadzi do modyfikacji zasad i moze skut-
kowac¢ niestabilnoscia genomowa [127, 128, [129] [130} [131]. Dtugosci fal promieniowania IR mieszcza si¢

w zakresie od 10° do 10? nm, co znaczaco przekracza typowy wymiar obszaru transferu protonu d, ktéry
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jest rzgdu pojedynczych angstreméw. Wobec faktu, ze A >> d uzasadnione jest zastosowanie przyblizenia

dipolowego, w ktérym wyrazenie (4.7) upraszcza si¢ do postaci:
Ue(x,t) = —qEpx sin(Qt). (4.8)

W przyblizeniu dipolowym potencjat oddziatywania jest liniowy wzgledem potozenia i oscyluje sinusoidal-

nie w czasie. Catkowity potencjat U (x,t) = Up(x) 4+ Ue(x, t) staje si¢ zatem periodyczna funkcjg czasu
Uz, t+T) =Ulz,t), T=— =-. (4.9)

Rysunek [4.2] ilustruje wptyw oscylujacego pola elektrycznego na profil potencjatu catkowitego w trzech
charakterystycznych chwilach czasowych. W chwili ¢ = 0 (por rys. #.2|a)), przy ktérej pole elektryczne
jest zerowe zgodnie z (&.8)), wszystkie profile pokrywaja si¢ z profilem energii wiazacej U,(x), wykazujac
charakterystyczna strukturg podwdjnej studni z glebszym minimum po lewej stronie (stan kanoniczny A-T)
i ptytszym po prawej (stan tautomeryczny A*~T*). W chwili ¢ = T'/4 (panel (b)), gdy sin(Qt) = 1, wyraz
—qFEpx osiaga maksymalng warto$¢ ujemna dla > 0, co prowadzi do obnizenia prawej studni i podnie-
sienia lewej — efekt ten jest tym silniejszy, im wigksza jest amplituda Fy. W chwili ¢ = 37'/4 (panel (c))
sytuacja jest odwrotna: sin(2t) = —1. Powoduje to podniesienie prawej studni i obnizenie lewej. Te pe-
riodyczne deformacje profilu potencjatu, szczegélnie widoczne dla Ey = 5.14 V/nm (krzywa fioletowa),
bezposrednio wplywaja na dynamike transferu protonu migdzy stanami kanonicznym i tautomerycznym.

Rysunek 4.2 ilustruje wplyw oscylujacego pola elektrycznego na profil potencjatu catkowitego. W chwili

1.5
oy 1
2,
= 05
k3
S5 0

051 g) 1 b I c)

-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1
X [nm] X [nm] X [nm]

— Ey=0V/m — E =5.14x10° V/im — E, = 2.57x10° V/Im — E, = 5.14x10° V/m

Rysunek 4.2: Ewolucja czasowa profilu catkowitej energii potencjalnej U (z,t) pod wptywem pola IR o
czestotliwosci v = 10'3 Hz. Panele pokazuja profile dla trzech charakterystycznych chwil czasowych:
(@t =0,(Mb)t ="T/4, (c)t = 3T/4, gdzie T" = 1/v jest okresem oscylacji. Poszczegélne krzywe
odpowiadaja r6znym amplitudom pola: Ey = 0 (niebieski), £y = 0.51 V/nm (pomaraiczowy), Ey =
2.57 V/nm (z6tty), Eg = 5.14 V/nm (fioletowy).

t = 0, przy braku pola elektrycznego (Fy = 0), potencjatl wykazuje charakterystyczna strukture podwdj-
nej studni. Wzrost amplitudy pola elektrycznego w zakresie od 0.51 do 5.14 V/nm, zgodnie z parametrami
stosowanymi w badaniach tunelowania w statych polach elektrycznych [64], prowadzi do progresywnej mo-
dyfikacji profilu potencjatu. W chwilach t = T'/4 it = 3T'/4 obserwuje si¢ asymetryczne deformacje, ktére

bezposrednio wptywaja na dynamike transferu protonu migdzy stanami kanonicznym i tautomerycznym.
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4.1.2 Dynamiczne miary tunelowania

Do iloSciowej analizy procesu tunelowania protonu wprowadza si¢ dwie komplementarne miary dyna-
miczne: dynamiczny wspoétczynnik tunelowania oraz entropi¢ Wignera-Rényiego. Zgodnie z praca [109],
dynamiczny wspdtczynnik tunelowania mozna zdefiniowac jako prawdopodobiefistwo znalezienia protonu

po prawej stronie bariery potencjatu:

P(t)—//oodwdp o(z,p;t), (4.10)
RJzp

gdzie x p oznacza potozenie lokalnego maksimum bariery potencjalu separujacej dwie asymetryczne stud-
nie, a o(x, p; t) jest funkcja Wignera opisujaca stan protonu. Nieklasyczne wtasciwosci stanu kwantowego
charakteryzuje potéwkowa entropia Wignera-Rényiego, zdefiniowana zgodnie z réwnaniem (3.3)), a miano-
wicie:

S1/5(t) =21In </ dz dp |o(z, p; t)|> + In(27h). 4.11)

R2

Jak wykazano, zwickszona ujemnos¢ funkcji Wignera, wyrazajaca si¢ wigksza wartoscia entropii Sy /o, jest
skorelowana ze zwigkszona zdolnoscia stanu kwantowego do tunelowania przez barierg potencjatu [132].

Entropia Wignera-Rényiego stanowi zatem komplementarna do dynamicznego wspétczynnika transmisji

miarg potencjatu tunelowego stanu kwantowego.

4.2 Metodologia obliczen

Ewolucja czasowa funkcji Wignera o(x, p;t) opisujacej stan protonu wyznaczana jest przez rozwigzanie

zagadnienia poczatkowego dla réwnania Moyala (por. réwnanie (2.49) w Sekcji[2.3))

Oro(z,p;t) = {H(z,p,t), 0(x,p;t)} s, t >0,

o(x,p; 0) = oo(x,p),

(4.12)

gdzie {-, -}y oznacza nawias Moyala, a H(x,p,t) jest symbolem Weyla jednoczastkowego hamilto-

nianu (.1)). Nawias Moyala dla rozwazanego hamiltonianu przyjmuje posta¢ operatora rézniczkowego:

D 1 ih ih
gdzie potencjat U(x,t) = Up(x) + Uc(x,t) obejmuje zaréwno wyraz wiazacy (4.3)), jak i zaburzenie elek-
tromagnetyczne (#.8). Numeryczne rozwiazanie rownania Moyala z energia potencjalng zaleznym od czasu
uzyskuje si¢ metoda split-operator drugiego rzedu, szczegétowo opisana w Sekcji [2.4.1] Operator ewolucji

czasowej aproksymuje si¢ korzystajac z symetrycznej faktoryzacji Stranga

Ulto + At, to) = exp (-&Tu) exp <—;ﬁ(t0 + At/2)At> exp (-%Tu) +OAB), (@.14)
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gdzie operatory kinetyczny 7' i potencjalny U (t) zdefiniowane sa zgodnie z (2.54)—(2.53). Pojedynczy krok

czasowy propagacji funkcji Wignera realizowany jest wedtug algorytmu:

_ 1AL
o(z,pito + At) = ]:1,1—>x €xp <—2mph>\P> Flzoa
_ IYAN At
X ]-"27ylﬁp exp <hUA (ﬂs,y;to + 2)) Fopsy (4.15)

1AL
x Fl  exp (— Ap) Fia—x 0z, p;to),
1, >z 2mph T

gdzie Fi ;s\ 1 F2 )y 0znaczaja czastkowe transformaty Fouriera wzgledem pierwszej i drugiej zmienne;j,

odpowiednio, a funkcja pomocnicza Ua (z, y; t) zdefiniowana jest jako réznica centralna potencjatow:

UA(x,y;t):U(ZL‘+%;t> fU(xf%;t). (4.16)

Przestrzen fazowa jest ograniczona do prostokatnego pudta [—L,, L) x [—L;, L) z periodycznymi wa-
runkami brzegowymi wymuszonymi przez zastosowanie szybkiej transformaty Fouriera (FFT). Wymiary
pudta dobrano tak, aby funkcja Wignera zanikata w poblizu granic przez caly czas symulacji. Dyskretyzacja

przestrzeni fazowej realizowana jest na siatce o rozmiarze N, X Np:
T = —Ly +mA,, me{0,1,...,N, — 1}, (4.17)
pn=—Lp+nl, ne{0,1,...,N,—1}, (4.18)
gdzie kroki siatki wynosza A, = 2L, /N, i A, = 2L,/N,. Pelne zestawienie parametrow siatki oblicze-

niowej przedstawiono w Tabeli [4.3]

Tabela 4.3: Parametry siatki obliczeniowej stosowane w symulacjach numerycznych. Wszystkie obliczenia

wykonano w jednostkach atomowych (h = e = m, = 1).

Parametr Warto$é

Krok czasowy At 10 a.u.
Rozmiar przestrzeni polozer L, 4.5 a.u.

Rozmiar przestrzeni pedow L, 20 a.u.
Rozdzielczos$¢ siatki N, = N), 1024

4.2.1 Warunek poczatkowy

Jako warunek poczatkowy przyjeto funkcje Wignera odpowiadajaca gaussowskiemu pakietowi falowemu

zlokalizowanemu w glgbszej studni potencjatu

1 (x —x0)%  20%(p — po)?
— 4.19
oo(z,p) = 5 &XP 252 2 ; (4.19)
gdzie o = —1.927 a.u. jest potozeniem Srodka pakietu, pg = 0 jest Srednim pedem, a §, = 0.229 a.u.

jest szerokoScia pakietu w przestrzeni potozen. Parametry te zostaty dobrane tak, aby zminimalizowa¢ war-
to$¢ oczekiwang energii catkowitej. Uzyskana warto$é¢ (E) = 0.00262 a.u. jest bardzo bliska energii stanu
podstawowego Ey = 0.00261 a.u. (por. tab. .2)), co zapewnia, Ze stan poczatkowy jest niemal stacjonarny

i zlokalizowany w studni odpowiadajacej formie kanonicznej A-T.

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
ujecie przestrzenno-fazowe



4. Tunelowanie protonu w DNA pod wptywem pola elektromagnetycznego 56

4.3 Dynamika tunelowania bez zaburzen zewnetrznych

Analiza dynamiki tunelowania protonu w nieobecnosci pola zewngtrznego (Ug(z,t) = 0) stanowi punkt
wyijscia do zrozumienia wptywu promieniowania elektromagnetycznego na ten proces. W tym przypadku

hamiltonian jest niezalezny od czasu, a stany wtasne potencjatu wiazacego Uy () sa dobrze okreSlone.

4.3.1 Rozklad funkcji Wignera na stany wlasne

Dla hamiltonianu niezaleznego od czasu funkcja Wignera moze by¢ roztozona na sktadowe zwigzane ze

stanami wlasnymi

o(.pit) = 3 arlox(, p +2Re{§jzaka, exp |1 (B~ B gkxx,p)}, (420)

k k I>k

gdzie aj jest amplitudg prawdopodobiefistwa zwiazana z k-ta znormalizowana funkcja wtasng ¢y (),
or(z, p) reprezentuje stacjonarng czg$¢ funkcji Wignera zwiazang z funkcja falowa ¢x (), a og(x, p) jest

krzyzowa funkcja Wignera zdefiniowang jako:

ok (z,p) = 21h dX ¢f (ac — ) 1) ( )2(> exp [—;pX] . 4.21)

4.3.2 Widmo mocy wspélczynnika tunelowania

Dynamiczny wspétczynnik tunelowania P(t) wykazuje nieregularne oscylacje w czasie (por. rys. , kt6-
rych natura moze by¢ wyjasniona przez analiz¢ widma mocy. Amplitude widma mocy definiuje si¢ jako

okienkowang transformatg¢ Fouriera, w nastgpujacy sposob:

M(w) = /R dt P(t) exp(—iwt) [O(1) — Ot — tmax)] = /0 " At P(t) exp(—iwt), 4.22)

gdzie w = 27w to czgstosé, tmax jest czasem trwania symulacji numerycznej, a O(+) oznacza funkcje Heavi-
side’a. Podstawiajac rozktad (@.20) do definicji wspétczynnika tunelowania (4.10), a nastgpnie wykonujac
transformate Fouriera (.22), otrzymujemy

) tmax . tmax
I(w) = tmax €xp (—W2a> Z |ag|? Py, sinc (wza)
k
wwt X * it < . Wi — w)t <
+ tmax €Xp <— ;a > Zakalsz exp <QO> sinc <(kl2>ma> :
k,l

k£l

(4.23)

gdzie wy; = (Ex — Ej)/h jest czgstoscig Bohra, sinc(z) = sin(x)/x jest funkcja sinus cardinalis, a wyraz

Py zdefiniowany jest jako

Py = / dz ou ()6} (x). (4.24)
zp
Dla k = [ otrzymujemy - -
o= [ o) = [ do o), (4.25)
T p Tp

gdzie ni(x) oznacza gestos¢ prawdopodobieristwa w przestrzeni rzeczywistej. Na podstawie wyprowadzo-
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Rysunek 4.3: Amplituda widma mocy wspétczynnika tunelowania dynamicznego |TI(w)]| jako funkcja cze-
stoSci w w nieobecnosci pola zewnetrznego (Fy = 0). Piki spektralne zlokalizowane sa przy czgstosciach
Bohra wy; odpowiadajacych przejSciom migdzy sasiednimi stanami wlasnymi ponad bariera potencjatu:

W10,11, W11,12, W12,13, W13,14 OraZ Wi4 15.-

nego wzoru (4.23) mozna sformutowaé nastepujace wnioski. Wyraz diagonalny widma IT(w) daje wktad do
gléwnego piku spektralnego zlokalizowanego przy w = 0, reprezentujacego stacjonarng sktadowa wspét-
czynnika tunelowania. Z kolei wyraz pozadiagonalny odpowiada za powstawanie pikéw spektralnych przy
odpowiednich czgstoSciach w = wy;, ktére odpowiadaja przejSciom migdzy stanami o energiach Ej i Fj.

Rysunek [#.3] przedstawia amplitude widma mocy wspétczynnika tunelowania w nieobecnosci pola ze-

Tabela 4.4: Czestosci Bohra wy; [10™ rads~!] odpowiadajace pikom spektralnym na rys. Wszystkie

przejicia zachodza migdzy stanami wtasnymi lezacymi powyzej bariery potencjatu.

Stan |k) Stan [I) wp [10* rads™!]

10 11 0.46
11 12 0.70
12 13 0.74
13 14 0.82
14 15 0.87

wnetrznego (por. réwniez rys. f.4(a)). Wszystkie zidentyfikowane piki spektralne zlokalizowane sa przy
czestosciach Bohra wy,; odpowiadajacych przejsciom miedzy stanami powyzej bariery potencjatu (tab. 4.4).
WyraZnie widoczne sa piki przy czgstosciach: wig 11 ~ 0.46 x 101 rads™!, wi1 12 & 0.70 x 10" rads~!,
w1213 ~ 0.74 x 10 rads™1, wi3,14 ~ 0.82 x 10 rads~! oraz wi4,15 ~ 0.87 x 10 rads~!. Oznacza

to, ze w nieobecnosci pola elektrycznego oscylacje wspétczynnika tunelowania dynamicznego w czasie sa
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spowodowane transferem protonu migdzy stanami wlasnymi podwdjnej studni potencjatu lezacymi ponad

bariera.

4.4 Wplyw pola elektromagnetycznego na proces tunelowania

Wilaczenie czasowo-zaleznego periodycznego pola elektrycznego, U (x, t4+T1') = U (z,t), gdzie T = 27/Q
jest okresem oscylacji zmienia dynamike protonu migdzy studniami potencjatu pary zasad DNA. W obec-
nosci takiego zaburzenia stany wilasne nie sa juz dobrze okreSlone — zastgpuja je stany quasi-energetyczne

wynikajace z teorii Floqueta 133} [134]).

4.4.1 Formalizm stanéw Floqueta

Periodycznosé energii potencjalnej (.9) implikuje periodyczno$é hamiltonianu i odpowiedniego symbolu
Weyla (4.1). W konsekwencji, do konstrukcji funkcji Wignera wykorzystuje si¢ liniowa kombinacjg¢ modéw
Floqueta x,(z = X/2,t) w postaci:

P+ X/2,t) = aaxalr + X/2,t), (4.26)

a=0

gdzie indeks o numeruje mody Floqueta, ktére dane sa wzorem:
Xo(x £ X/2,t) = exp <;Eat> ua(z £ X/2,1), (4.27)

przy czym Ey,=FE,+mhQdlam e Z jest quasi-energia, a uq(x £ X/2,t) jest funkcja T-periodyczna
W postaci:
ug(x £ X/2,t+T) = us(x £ X/2,1). (4.28)

Funkcje u, mozna rozwinaé w szereg Fouriera

Uo(r £ X/2,t) = Y iy (v + X/2) exp(iQrt), (4.29)

r=-—00
co prowadzi do nastgpujacej postaci modéw Floqueta:

Xo(x £ X/2,t) = Zexp [—; (Ea — hQr) t} Uar(z £ X/2), (4.30)

T

gdzie indeks r numeruje niezalezne skladowe nalezace do pojedynczego modu Floqueta oznaczonego
przez a.
4.4.2 Modyfikacja widma mocy przez pole zewnetrzne

Funkcja Wignera dla uktadu periodycznie zaburzanego przyjmuje postaé

. N 9~ . s A B -
teit) = ol an(ei) + 32 Y-z 5 (B B =100 = 9) | (o). @30

atp T
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gdzie QOnrps(z,p) jest krzyzowa funkcja Wignera zdefiniowana analogicznie do (#.2I) z funkcjami
U, (-, ) 1Ugs(-, ). Okienkowana transformata Fouriera wspétczynnika tunelowania dla uktadu zaburza-

nego przyjmuje woéwczas postac

~ 1t max ~ . tmax
H(w) = Tmax €XP <_22aw> Z ’aa‘QPar sinc (;CU)

a,r
* I i n [
+ tmax Zﬁ ; asa8Par 35 €Xp [% (Ea — Eg — hQ(r —s) — hw) tmax] (4.32)
G

. tma.x r- r-
X sinc [271 (Ea — Eg — hQ(r —s) — hAu)] ,

gdzie wyrazenie P, g5 jest dane wzorem:

e}

Porgs = / dz @, . (2)igs(z), Par= / Az |tig. ()] (4.33)

P P

Poréwnanie wyrazer (4.23) i (#.32)) ujawnia réznice miedzy przypadkiem bez zaburzenia i z zaburzeniem

1 , , .
—a) E,=0 1 1f—b) E,=0.51 Vinm .
'\,'_' R '\:_' ©
o o
=0.5 & 1 =05 &
3 0 3 O0 1 2
= =

r
> £,
>
F
4

[ c) EO:Z 57 V/nm I —d) EO=5.14 I\//nm I
“.’26 | T { ] v:;' (?;6
= o5 :||4 o4
=4 g T = g2
3 0 3 0
= 0 1 2 =2 0 1 2
Ez t[ps] 1 E L t [ps]
0 . —— 0 oA k oMol A PN, 9
0 1 2 3 0 1 2 3
w [1014 rad s'l] w [1014 rad s'l]

Rysunek 4.4: Amplituda widma mocy wspétczynnika tunelowania dla r6znych amplitud pola elektrycznego
przy ustalonej czgstotliwoéci v = 10 THz: (a) Ey = 0 (brak pola), (b) £y = 0.51 V/nm, (c) Ey =
2.57 V/nm, (d) Ey = 5.14 V/nm. Wstawki w kazdym panelu pokazuja wspétczynnik tunelowania P(t)

jako funkcje czasu w pikosekundach.

periodycznym. W przypadku zaburzonym wystgpuje dodatkowe sumowanie po sktadowych Fouriera nale-
zacych do r6znych modéw Floqueta, a energie zastapione sa quasi-energiami. Ponadto, w argumentach funk-
cji wyktadniczej i sinusa cardinalis pojawia si¢ dodatkowy wyraz wynikajacy z modéw Fouriera. Réznice
te bezposrednio wptywaja na amplitude widma mocy prawdopodobieristwa tunelowania: piki w widmie sa

przeskalowane i przesunigte przez oscylujace pole elektryczne w kierunku wyzszych czestosci, a dodatkowe
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piki sg rezultatem oddziatywania migdzy sktadowymi modéw Floqueta. Rysunek {.4] ilustruje wplyw pola
elektrycznego na widmo mocy wspétczynnika tunelowania oraz na sam wspétczynnik tunelowania P(t)
(por. wstawki na rys.[4.4). W nieobecnosci pola (Ey = 0, panel (a) widmo wykazuje piki przy czestosciach
Bohra odpowiadajacych przejsciom migdzy stanami wiasnymi (por. rys. #.3)), a wspétczynnik tunelowania
oscyluje wokét wartosci ok. 0.5 x 1075, Wiaczenie stabego pola Ey = 0.51 V/nm (panel (b)) nie zmienia
znaczaco struktury widma ani amplitudy tunelowania. Dla Fy = 2.57 V/nm (panel (c)) obserwuje si¢ po-
szerzenie struktury spektralnej, przesunigcie pikéw w kierunku wyzszych czgstosci oraz wzrost amplitudy
tunelowania do ok. 0.5 x 10~%. Najsilniejsze pole, o amplitudzie £y = 5.14 V/nm, (panel (d)) prowadzi do
znacznych zmian: widmo staje si¢ bogatsze w piki wynikajace z oddziatywania sktadowych modéw Floqu-
eta, a wspdlczynnik tunelowania wzrasta do wartosci ok. 6 x 1073. Efekty te sa bezposrednia konsekwen-
cja przejscia od opisu w terminach stanéw wtasnych do opisu w terminach stanéw quasi-energetycznych

Floqueta, zgodnie z przewidywaniami teoretycznymi wyprowadzonymi w réwnaniu (4.32). Rysunek .5

2.4

T
—_ E0 =0V/Inm — E0 =0.51V/nm EO =257 VInm — E0 =5.14 V/Inm

2.3F A

1.9

t [ps]

Rysunek 4.5: Entropia Wignera-Rényiego rzedu 1/2 jako funkcja czasu dla réznych amplitud pola elektrycz-
nego przy ustalonej czgstotliwosci IR v = 10 THz: Ey = 0 (niebieski), £y = 0.51 V/nm (pomaraficzowy),
FEy = 2.57 V/inm (z6tty), Ey = 5.14 V/nm (fioletowy). Czarna linia przerywana wskazuje warto$¢ entropii

S1/2 =~ 1.84 dla poczatkowego stanu gaussowskiego.

przedstawia ewolucje czasowa potéwkowej entropii Wignera-Rényiego S /5(t) dla réznych amplitud pola
elektrycznego przy ustalonej czestotliwosci IR, v = 10 THz. Czarna linia przerywana wskazuje warto$¢
entropii Sy /o ~ 1.84 dla poczatkowego gaussowskiego stanu. W nieobecnosci pola zewnetrznego (Ep = 0,
krzywa niebieska) entropia pozostaje bliska wartosci poczatkowej z niewielkimi oscylacjami. Wiaczenie
pola elektrycznego o amplitudzie Fy = 0.51 V/nm (krzywa pomaranczowa) prowadzi do nieznacznego
wzrostu entropii. Dla Ey = 2.57 V/nm (krzywa z6lta) obserwuje si¢ wyraZniejsze oscylacje z wartoSciami
osiagajacymi Sy /5 &~ 1.95. Najsilniejsze pole Ey = 5.14 V/nm (krzywa fioletowa) powoduje wzrost entro-
pii do wartosci przekraczajacych Sy /5 ~ 2.3, co Swiadczy o znacznym narastaniu nieklasycznoscei stanu.

Zwigkszona ujemnos¢ funkeji Wignera (co jest rownowazne wyzszej wartosci entropii S /o) jest skorelo-

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
ujecie przestrzenno-fazowe



4. Tunelowanie protonu w DNA pod wptywem pola elektromagnetycznego 61

wana ze zwigkszong zdolnos$cia stanu kwantowego do tunelowania przez barierg [[132]. Wyniki te wskazuja,
ze zewngtrzne pole elektryczne moze sterowaé nieklasycznymi wiasciwos$ciami stanu, a zatem mozna wply-

wac na uktad w celu zwigkszenia jego zdolnoSci tunelowych.

4.4.3 Zalezno$¢ wspolczynnika tunelowania od czestotliwosci promieniowania IR

Dla iloSciowej analizy wptywu promieniowania IR na tunelowanie protonu wprowadzono usredniony po

czasie wspotczynnik tunelowania

(PY() = /0 " 0t Pt ), 4.34)

tmax

gdzie t,ax jest czasem symulacji, a v czgstotliwoScia pola elektrycznego. Analogicznie, uSredniong entropi¢

poléwkowa Wignera-Rényiego mozna zdefiniowac jako

1

trnax
(S19)(v) = /0 dt Sy o(t: ). 435)

Imax
Wyniki przedstawione na rys. [4.6] i [1.7) ujawniaja wyraZne zaleznosci czestotliwosciowe dla wszystkich
badanych amplitud pola. Dla najstabszego pola (Ey = 0.51 V/nm), por. rys. [d.6(a), wspétczynnik tune-
lowania wykazuje wariacje w zakresie 4-8 x 1077, z wyraznym pikiem w okolicy v ~ 15 THz. Przy
wzro$cie amplitudy pola do Ey = 2.57 V/nm (rys. f.6(b)) obserwuje si¢ zwigkszone prawdopodobieri-
stwa tunelowania w zakresie 0-8 x 107>, przy czym maksimum nadal wystepuje przy okoto 15 THz. Dla
najsilniejszego pola (Ey = 5.14 V/nm, rys. {.6(c)) wspétczynnik tunelowania osiaga wartosci do niemal
4 %1072 w okolicy 15 THz, co stanowi wzrost o pie¢ rzedéw wielkosci w poréwnaniu z najstabszym polem.

Usredniona entropia Wignera-Rényiego (rys. wykazuje wariacje z czgstotliwoscia promieniowania IR

x 107" x 107 , , , 102
8. a) EO =0.51 V/Inm 87 b) E0 =2.57V/inm 1 - C) E0 =5.14 V/nm
4
-~ . 6 - d
X7 T o
~ s u 4t ! \\
E'/ so”® >-_q 2 ! L3
6 o '\ s
m. »” Y 2 g [
5 s T 2 . . . ‘._4 0 | . . . . 0 .... . .,./ . .\‘.:_.
10 12 14 16 18 10 12 14 16 18 10 12 14 16 18
v [THz] v [THZ] v [THZz]

Rysunek 4.6: Usredniony po czasie wspdtczynnik tunelowania (P) jako funkcja czestotliwosci promienio-
wania IR w zakresie 10—18 THz dla trzech amplitud pola elektrycznego: (a) Ey = 0.51 V/nm (skala x10~7),
(b) Ey = 2.57 V/nm (skala x107°), (c) Ey = 5.14 V/nm (skala x1072).

dla wszystkich rozwazanych amplitud pola. Dla Ey = 0.51 V/nm (rys. .7(a)) zakres zmian entropii jest
niewielki: (S /5) € (1.841,1.842). Wzrost amplitudy do Ey = 2.57 V/nm (rys. b)) zwigksza zakres
wariacji do (S} /2) € (1.86,1.90). Dla najsilniejszego pola Ey = 5.14 V/nm (rys. c)) entropia wykazuje
znaczace zmiany w zakresie (S)/2) € (2.0,2.9), z maksimum przy okoto 15 THz korelujacym z maksi-
mum wspélczynnika tunelowania. Ta korelacja migdzy zwigkszonymi warto$ciami entropii a zwigkszonym

wspotczynnikiem tunelowania potwierdza, ze zewnetrzne pola elektromagnetyczne moga by¢ wykorzystane
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do sterowania wtasciwo$ciami koherencji kwantowej uktadu pary zasad DNA, a tym samym do kontroli

zdolnosci tunelowych protonéw migdzy stanami kanonicznym i tautomerycznym.

1842 R a) E;=0.51V/nm 19} b) E,=2.57 Vinm | 297-ec) E =514 V/T:
_ /.\ .’ \
YA\ ‘/.’ '\\.\' 26 ,1/ \.\
= '3 1.88¢ ] ; .
o Te 23 ; " e
- ./. '. [ ]
1841, o0" L6 - "
12 14 16 18 10 12 14 16 18 10 12 14 16 18
v [THZ] v [THZ] v [THZ]

Rysunek 4.7: UsSredniona po czasie entropia Wignera-Rényiego (S} /2> jako funkcja czgstotliwosci pro-
mieniowania IR w zakresie 10-18 THz dla trzech amplitud pola elektrycznego: (a) £y = 0.51 V/nm,
(b) Eg = 2.57 VInm, (c) £y = 5.14 V/nm.

4.4.4 Wzmocnienie tunelowania i implikacje dla stabilnosSci genetycznej

Dla najsilniejszej badanej amplitudy pola (Ey = 5.14 V/nm) dynamiczny wsp6tczynnik tunelowania osiaga
wartosci rzedu 4 x 1072 w okolicy 15 THz. Stanowi to wzrost o kilka rzedéw wielkosci w poréwnaniu
z warto$ciami bazowymi 10~°~107° raportowanymi w poprzednich badaniach bez pél zewnetrznych [52]].
Zidentyfikowanie optymalnego wzmocnienia tunelowania przy okoto 15 THz dla wszystkich badanych am-
plitud pola sugeruje zachowanie typu rezonansowego, ktére moze by¢ potencjalnie wykorzystane do kon-
trolowanej manipulacji tautomeryzacja DNA. Wynik ten rézni si¢ od rezultatéw uzyskanych w badaniach
wykorzystujacych statyczne pola elektryczne [64]], co nie jest zaskakujace, poniewaz dynamika protonu
w obecnos$ci zaleznych od czasu pdl podczerwonego staje si¢ bardziej ztozona ze wzgledu na pojawie-
nie si¢ standw quasi-energetycznych opisywanych przez formalizm Floqueta. Zdolno$¢ do wzmocnienia
tunelowania protondéw przy specyficznie dobranych czgstotliwosciach podczerwonych moze nies¢ istotne
implikacje dla zrozumienia, w jaki spos6b promieniowanie moze prowadzi¢ do nieprawidtowego parowa-
nia zasad DNA. Podczas gdy promieniowanie podczerwone jest typowo uwazane za mniej szkodliwe dla
struktury DNA niz promieniowanie o wyzszych energiach, prezentowane wyniki sugeruja, ze specyficzne

zakresy czestotliwo$ci moga wptywaé na czgstoS¢ mutacji poprzez promowanie tautomeryzacji.
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Rozdziat 5

Podsumowanie i perspektywy

The function of an expert is not to be more
right than other people, but to be wrong for

more sophisticated reasons.

David Butler [135]

Dynamika ,,matych” uktadéw w skali nanometrowej, gdzie efekty kwantowe odgrywaja fundamentalna
rolg, wymaga zastosowania formalizmu mechaniki kwantowej. Jednoczesnie pozadane jest zachowanie ana-
logii do klasycznego opisu statystycznego, ktéry dostarcza intuicyjnej interpretacji fizycznej. W niniejszej
rozprawie wykazano, ze formalizm przestrzenno-fazowy oparty na funkcji Wignera stanowi naturalne roz-
wigzanie tego problemu, umozliwiajac iloSciowa charakterystyke zjawisk kwantowych w jezyku zblizonym

do mechaniki statystyczne;j.

W rozdziale 2| przedstawiono systematyczny opis dynamiki kwantowej w przestrzeni fazowej. Wypro-
wadzono réwnanie Moyala jako fazowo-przestrzenny odpowiednik réwnania von Neumanna, pokazujac jak
nieklasyczna struktura iloczynu Moyala prowadzi do poprawek kwantowych w ewolucji funkcji Wignera.
Szczegdlna uwage poSwigcono metodom numerycznym rozwigzywania rownania ewolucji, w tym spek-
tralnej metodzie split-operator oraz algorytmom transformacji migdzy macierza gestosci a funkcja Wignera
opartym na dekompozycji przez macierze Scinania. Przedstawiono réwniez petny algorytm rozwiazywania

samouzgodnionego uktadu Moyala—Poissona.

W rozdziale 3] wprowadzono entropi¢ Wignera-Rényiego. Wykazano uniwersalnos$¢ rodziny entropii
Wignera-Rényiego jako narzgdzia do charakteryzacji topologicznych przej$¢ fazowych w dwuwymiaro-
wych materiatach Diraca na przyktadzie silicenu. Zdefiniowana topologiczna liczba kwantowa, oparta na po-
chodnych catkowitej entropii Wignera-Rényiego, poprawnie identyfikuje punkt przejscia migdzy izolatorem
topologicznym a izolatorem pasmowym dla réznych indekséw Rényiego, co potwierdza skuteczno$¢ podej-
Scia przestrzenno-fazowego w fizyce ciata stalego. Ponadto, wykazano Scisty zwiazek migdzy entropia po-
l6wkowa (o = 1/2), a parametrem nieklasyczno$ci Kenfacka-Zyczkowskiego. Wtasnosé tg wykorzystano
w obliczeniach numerycznych celem scharakteryzowania rodziny stanéw kota Schrodingera oddziatujacych
z gaussowska bariera potencjatu. Przeprowadzona analiza numeryczna ujawnita istotne réznice w zachowa-

niu standw kwantowych w zaleznoSci od fazy wzglednej superpozycji. Parzysty stan kota Schrédingera wy-
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kazywat najwigksze wartoSci maksymalne entropii i parametru nieklasycznoSci podczas interakcji z bariera,
zachowujac przy tym poczatkowa symetri¢ niezaleznie od parametréw potencjatu. Stan nieparzysty cha-
rakteryzowal si¢ mniejszymi warto§ciami maksymalnymi obu wielkosci, réwniez z zachowaniem symetrii.
Jakosciowo odmienne zachowanie zaobserwowano dla stanu Yurkego-Stolera (6 = 7/2), gdzie interak-
cja z bariera prowadzita do asymetryzacji rozkladu w przestrzeni fazowej i czgsciowej destrukcji wyrazu
interferencyjnego, skutkujacej zmniejszeniem nieklasycznosci stanu korficowego wzgledem poczatkowego.
Systematyczna analiza wptywu parametréw bariery wykazata, ze wysokos¢ i szerokosS¢ potencjalu mozna
wykorzystaé¢ do kontrolowania stopnia nieklasyczno$ci stanéw kwantowych, co otwiera mozliwosci inzy-
nierii stanéw kwantowych poprzez odpowiedni dobér geometrii potencjatu.

Rozdziat ] poswiecono zastosowaniu formalizmu przestrzenno-fazowego do badania biologicznie istot-
nego procesu tunelowania protonu w parze zasad adenina-tymina struktury DNA. Wykorzystujac efektywna
energi¢ potencjalng o profilu podwdéjnej studni, zbadano wptyw zewngtrznego pola elektromagnetycznego
w zakresie podczerwieni na prawdopodobiefistwo tunelowania migdzy stanem kanonicznym a tautomerycz-
nym pary zasad. Kluczowym wynikiem tej czgsci pracy jest wykazanie, ze promieniowanie podczerwone
o okreslonych czgstotliwo$ciach moze znaczaco wzmocnié tunelowanie protonéw. Dla najsilniejszej bada-
nej amplitudy pola (Ey = 5,14 V/nm) wspdlczynnik tunelowania przy czgstotliwosci okoto 15 THz osiagnat
wartosci rzedu 4 x 10™2, co stanowi wzrost o kilka rzedéw wielkosci w poréwnaniu z wartosciami bazowymi
raportowanymi w literaturze. Zachowanie typu rezonansowego, obserwowane dla wszystkich badanych am-
plitud pola, wyjasniono w ramach formalizmu stanéw quasi-energetycznych Floqueta. Istotnym aspektem
przeprowadzonych badani bylo wykazanie korelacji migdzy zwigkszona nieklasycznoscia stanu, mierzona
entropia Wignera-Rényiego, a zwigkszona zdolnoscia tunelowa.

Przedstawione wyniki otwieraja szereg kierunkéw dalszych badan. Naturalnym krokiem jest imple-
mentacja petnego algorytmu samouzgodnionego ukladu Moyala—Poissona, jako rozszerzenia aktualnego
kodu numerycznego (por. Dodatek [A.4)), co pozwolitoby na bardziej realistyczny opis uktadu oddziatuja-
cego z polem elektromagnetycznym. W kontekscie biologii kwantowej obiecujacym kierunkiem jest roz-
szerzenie analizy na parg zasad guanina-cytozyna oraz uwzglednienie efektéw Srodowiskowych, takich jak
fluktuacje termiczne czy dekoherencja, przyblizajacych model do warunkéw panujacych w zywych komor-
kach. Wykazana mozliwo$¢ kontrolowania nieklasycznos$ci stanéw kwantowych poprzez dobdr parametrow
potencjatu oraz zewnetrznych pdl elektromagnetycznych otwiera perspektywy dla inzynierii stanéw kwan-
towych o pozadanych wilasciwosciach. Z punktu widzenia nauk biologicznych, prezentowane wyniki wska-
Zuja na potrzebg rewizji oceny ryzyka zwigzanego z ekspozycja na promieniowanie podczerwone — wyka-
zany mechanizm rezonansowego wzmocnienia tunelowania sugeruje, ze okreslone zakresy czestotliwosci
moga wptywaé na czesto$¢ spontanicznych mutacji, co moze stanowié wyzwanie dla przysztych badar in-
terdyscyplinarnych.

Podsumowujac, niniejsza praca pokazuje, ze formalizm przestrzenno-fazowy mechaniki kwantowej,
oparty na funkcji Wignera i réwnaniu Moyala, stanowi skuteczne narzgdzie do badania dynamiki kwantowej
,matych” uktadéw. Polaczenie Scistego opisu teoretycznego z zaawansowanymi metodami numerycznymi
pozwala na iloSciowa charakterystyke zjawisk nieklasycznych czy ich potencjalnych implikacji dla proce-

s6w biologicznych.
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Dodatek A

Dodatek

A.1 Konwencja transformaty Fouriera

W niniejszej pracy przyjeto symetryczng konwencje transformaty Fouriera z czynnikiem A w funkcji
wykladniczej, dostosowang do sformutowania mechaniki kwantowej w przestrzeni fazowej. Dla funkcji
o(x, p; t) okreslonej na przestrzeni fazowe;j transformaty Fouriera wzgledem zmiennej potozeniowej x i pe-

dowej p definiujemy odpowiednio jako

f(E—}AQ(‘/L‘7p7t \/ﬁ/dx eiT)\ '/‘U p? t)? (Al)

]-"/\%I (A, p;t \/7/ dX e Fl o0(A\, p;t), (A.2)

Fpoyo(x,pit) = Jﬁ dp e o, p;t), (A3)
1 ~ ipy _

Fyopo(z,yit) = F dy e n o(z,y;t). (A4)

Zmienne A i y maja odpowiednio wymiar pedu i potozenia. Przyjeta konwencja zapewnia symetri¢ migdzy

transformata prosta i odwrotna oraz naturalne przejscie do jednostek atomowych (przy i = 1).

A.2 Podstawy klasycznej mechaniki statystycznej

Rozdziat wprowadza formalizm matematyczny niezbedny do opisu dynamiki uktadéw statystycznych w uje-
ciu klasycznym. Oméwiona zostanie struktura klasycznej przestrzeni fazowej oraz rownania ruchu w repre-
zentacji hamiltonowskiej. Szczegdlng uwage poSwigcono twierdzeniu Liouville’a okre§lajacemu ewolucje
czasowa funkcji rozktadu w przestrzeni fazowej, ktére stanowi podstawe statystycznego opisu uktadéw dy-

namicznych.

A.2.1 Przestrzen fazowa i formalizm Hamiltona

Przestrzen fazowa uktadu dynamicznego stanowi parzystowymiarowa rozmaito$¢ rézniczkowalng o struk-

turze symplektycznej [136, [137]]. Ograniczajac si¢ do jednego wymiaru dla przejrzystosci notacji, jednakze
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bez straty ogélnosci, kazdy punkt w dwuwymiarowej przestrzeni fazowej & = (q(t), p(t)) reprezentuje po-
tozenie ¢(t) oraz ped p(t) czastki w chwili ¢. Funkcja Hamiltona H : R? x R — R generuje ewolucje

czasowa uktadu poprzez rownania kanoniczne

dg(t) _ 9H(q,p, 1)

dt Op (AS)
dp(t) _ _0H(¢,p,t)
dt dqg

Dla uktadu, ktéry nie wymienia energii z otoczeniem funkcja Hamiltona przyjmuje posta¢ sumy energii

kinetycznej i potencjalnej
H q P - + l/ q A6
( ’ ) 2m ( )? ( )

uktad taki nazywany jest uktadem izolowanym [138].

A.2.2 Nawias Poissona

Dla pary funkcji rézniczkowalnych f(q,p,t) i g(q, p,t) okreslonych na przestrzeni fazowej, nawias Pois-

sona to struktura algebraiczna w postaci

{f,g}zg@—%@- (A7)

Nawias Poissona stanowi bilinowa forme¢ rézniczkowa [136]] i charakteryzuje si¢ nastgpujacymi wiasno-

Sciami dla funkcji f, g, h okreslonych na przestrzeni fazowej:

1. Antysymetria: {f,g} = —{g, f}

\S]

. Liniowos¢: {af + Bg,h} = o{f,h} + p{g, h} dla dowolnych o, § € R

(98]

. Reguta Leibniza: {fg,h} = {f,h}g+ f{g, h}

4. Tozsamo$¢ Jacobiego: {{f, g}, h} + {{g,h}, f} + {{h, f}, 9} =0

9

. {f, ¢} = 0 dla dowolnej funkcji c statej na przestrzeni fazowe;j

Nawias Poissona umozliwia zapis réwnania ruchu réwnowaznego réwnaniom Hamiltona dla dowolnej funk-
cji rézniczkowalnej f(q,p,t), okreslonej na przestrzeni fazowej. W szczegdlnosci, dla funkcji f bedacej

wsp6trzedna kanoniczng (g lub p) otrzymuje si¢ réwnania Hamiltona

dg _OH

E_{(.LH}_ 8p)

q . (A.8)
p— —

a—{PaH}— o

A.2.3 Gestos¢ fazowa i rownanie Liouville’a

Mozna zdefiniowa¢ funkcje rozktadu gestosci prawdopodobienistwa f(q, p, t), ktéra jest nieujemna funkcja

rzeczywista, okreslona na przestrzeni fazowej, spetniajaca warunek normalizacji

/R2 dgdp f(g,p,t) = 1. (A.9)
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W literaturze funkcja ta bywa réwniez nazywana gestoscia fazowa. Funkcja rozkladu gestosci prawdopodo-

biefistwa pozwala zdefiniowaé warto$¢ oczekiwang dowolnej zmiennej dynamicznej O(q, p):

(0) = /R2 dg dp f(q,p,t) O(q,p). (A.10)

Ewolucja czasowa funkcji rozktadu gestosci prawdopodobienistwa dana jest rownaniem Liouville’a, ktére

zapisane przy pomocy nawiasu Poissona przyjmuje postaé

of
5 = {H. 1), (A.11)

Twierdzenie Liouville’a stwierdza natomiast, ze gestoS¢ fazowa jest stata wzdtuz trajektorii fazowych
uktadu [136]. Innymi slowy, objeto$¢ obszaru w przestrzeni fazowej zajmowanego przez funkcje rozkladu

jest zachowana w czasie, niezaleznie od zmian ksztaltu tego obszaru (jego deformacji) podczas ewolucji.

A.2.4 Funkcja charakterystyczna rozkladu prawdopodobienstwa

W klasycznej teorii prawdopodobieristwa rozktad zmiennej losowej jest jednoznacznie okreslony przez
funkcje charakterystyczna [139]]. Dla funkcji gestosci rozktadu prawdopodobieristwa f (g, p) na przestrzeni

fazowej funkcj¢ charakterystyczng definiuje si¢ jako transformate Fouriera
o0
M(T,0) = / / dgdp f(g,p) "M+, (A.12)
— o

gdzie 7, 6 € R sa parametrami sprz¢zonymi do zmiennych fazowych. Funkcja f(q, p) jest odwrotng trans-

formata Fouriera funkcji charakterystyczne;j:
1 o0 »
fla,p) = e //_OO drdo M(r,0) e~ (7p+0a), (A.13)

Konstrukcja ta stanowi punkt wyjscia dla kwantowego uogdlnienia zaproponowanego przez Moyala

(por. sekcja[A.3).

A.3 Oryginalne wyprowadzenie rownania Moyala

Niniejszy rozdziat przedstawia oryginalne podejscie J. E. Moyala [[12] do sformutowania mechaniki kwan-
towej w przestrzeni fazowej, oparte na konstrukcji operatora charakterystycznego i kwantowej funkcji cha-
rakterystycznej. PodejScie to stanowi alternatywe dla wyprowadzenia przedstawionego w sekcji gdzie
réwnanie Moyala otrzymano przez bezposrednie zastosowanie transformaty Weyla do réwnania von Neu-
manna. Celem jest wykazanie, ze funkcja Wignera (2.19) powstaje naturalnie jako transformata Fouriera
kwantowej funkcji charakterystycznej, co uzasadnia interpretacj¢ mechaniki kwantowej jako uogdlnionej

teorii statystycznej na przestrzeni fazowe;.

A.3.1 Operator charakterystyczny

Wychodzac od klasycznej funkcji charakterystycznej (A.12)), Moyal postuluje jej kwantowy odpowiednik
poprzez zastapienie zmiennych fazowych (q,p) operatorami potozenia Z i pgdu p. Operator charaktery-

styczny zdefiniowany jest wzorem

M (7,0) = exp [i(1p + 02)] , (A.14)

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
ujecie przestrzenno-fazowe



A. Dodatek 68

gdzie 7, 6 € R sg parametrami sprzgzonymi odpowiednio do pgdu i potozenia. Ze wzgledu na nieprzemien-
nos¢ operatoréw Z i p (por. (2.4)), faktoryzacja eksponenty wymaga zastosowania tozsamosci BCH [76]].
Dla operatoréw spetniajacych [/1, [/1, B]] = [B, [/1, B]] = 0 zachodzi [140]

ATB — AgBo—3[AB] (A.15)

Podstawiajac A =irp, B=ibii wykorzystujac [A, E] = ih70, otrzymujemy symetryczng faktoryzacje

operatora (A.T4):
M(r,0) = T eiftes (A.16)

A.3.2 Kwantowa funkcja charakterystyczna

Dla uktadu opisanego znormalizowana funkcja falowa v(x, t) Moyal definiuje kwantowa funkcj¢ charakte-

rystyczng jako warto$¢ oczekiwana operatora charakterystycznego:

My(r,0.) = ((t)] M(7,0) [4)(t)) - (A.17)

Korzystajac z faktoryzacji (A.16) oraz faktu, Ze w reprezentacji potozeniowej operator ‘P dziata jako

operator przesunigcia: e’“P1)(z) = 9 (z + ha), mozna wykazaé, ze
oo .
My(7,0,t) :/ dz " (v — . t) " p(z + 17 1) . (A.18)
—0o

Funkcja M, posiada wlasnosci wymagane od funkcji charakterystycznej: jest znormalizowana
(My(0,0,t) = 1), hermitowska (My,(—7, —0,t) = M (7,0,t)) oraz ciagla.

A.3.3 Zwiazek kwantowej funkcji charakterystycznej z funkcja Wignera

Analogicznie do klasycznej konstrukcji (A.13)), kwantowy quasi-rozktad prawdopodobieristwa w przestrzeni

fazowej definiujemy jako odwrotna transformate Fouriera funkcji charakterystycznej:
Fy(z,p,t) = / / dr df My(r,0,t) e TPH0o), (A.19)

Podstawiajac (A18) i wykonujac catkowanie po 6, co daje 2wd(2’ — z), a nastgpnie wprowadzajac

zmienna £ = hr7, otrzymujemy

1 i
Folept)= 5= | df w(z=$t) e Fo(a i), (A.20)
co jest tozsame z definicja funkcji Wignera dla stanu czystego (2.19). Wynik ten pokazuje, ze funkcja Wi-
gnera powstaje naturalnie w podej$ciu Moyala jako transformata Fouriera kwantowej funkcji charaktery-
stycznej] — w pelnej analogii do zwiazku migdzy klasyczng funkcja rozktadu a jej funkcja charaktery-

styczna.
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A.3.4 Ewolucja czasowa

Ewolucja czasowa funkcji charakterystycznej wynika z réwnania Schrodingera (2.3). R6zniczkujac (A.17)
po czasie i korzystajac z rdwnania Schrodingera oraz jego sprz¢zenia hermitowskiego, otrzymujemy

OM,, B
ot

ih

()] [M, H] [(1)) (A21)

gdzie H jest hamiltonianem uktadu. Moyal wykazat [12], ze po wykonaniu transformaty Fouriera (A.19)
réwnanie to przechodzi w réwnanie Moyala (2.49) dla funkcji Wignera, z nawiasem Moyala w po-
staci (2.38). Tym samym oba podejscia — oryginalne Moyala (przez funkcje charakterystyczna) oraz przez
transformate Weyla (sekcja [2.3.3) — prowadza do tego samego réwnania ewolucji, potwierdzajac we-

wnetrzng spojnos¢ sformutowania mechaniki kwantowej w przestrzeni fazowe;.

A.4 Omowienie kodu numerycznego

Niniejszy rozdziat przedstawia szczegéty implementacyjne algorytmow opisanych w rozdziale [2] Kod nu-
meryczny zostal zaimplementowany w jezyku C++ z wykorzystaniem biblioteki FFTW3 [[141] do realizacji
szybkiej transformaty Fouriera. Ponizej przedstawiono architekture programu, pseudokod gtéwnych algo-

rytméw oraz wybrane detale implementacyjne istotne dla reprodukowalnosci obliczen.

A.4.1 Architektura programu

Program numeryczny zostal zorganizowany zgodnie z paradygmatem programowania obiektowego. Cen-
tralnym elementem jest klasa symulacji, ktéra zawiera wszystkie zmienne i metody niezbgdne do przepro-
wadzenia ewolucji czasowej funkcji Wignera. Struktura programu obejmuje nastgpujace moduty funkcjo-

nalne:

1. Modut inicjalizacji — odpowiedzialny za wczytanie parametrow symulacji z pliku konfiguracyjnego

w formacie JSON oraz inicjalizacje warunkéw poczatkowych funkcji Wignera.

2. Modul ewolucji czasowej — implementujacy schematy split-operator pierwszego i drugiego rzedu

dla réwnania Moyala (por. sekcje [2.4.1H2.4.2)), w tym warianty dla potencjatéw zaleznych od czasu

(por. sekcja[2.5.2)).

3. Modut transformacji Fouriera — realizujacy transformaty F,_,  oraz F,_.¢ (i transformaty odwrotne)
z wykorzystaniem biblioteki FFTW3 [141]].

4. Modut obserwabli — obliczajacy wielkosci fizyczne: energig, norme, entropi¢ oraz rozktady brzegowe.

5. Modut wejscia/wyjscia — zapisujacy wyniki symulacji do plikéw tekstowych.

A.4.2 Reprezentacja danych

Funkcja Wignera o(z, p;t) jest reprezentowana jako dwuwymiarowa tablica liczb zespolonych o wymia-

rach N, x Np, gdzie N, i N, oznaczaja liczbe punktéw siatki odpowiednio w kierunku potozeniowym
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i pedowym. Mimo ze funkcja Wignera jest funkcja rzeczywista, reprezentacja zespolona jest konieczna
ze wzgledu na naturg algorytmu split-operator, w ktérym mnozenie przez czynniki fazowe wprowadza skta-
dowa urojong. Tablica jest alokowana w sposéb ciagly w pamigci. Schemat alokacji mozna przedstawic

nastgpujacym pseudokodem:

Algorytm 1 Alokacja ciagtej tablicy dwuwymiarowej
1: procedure ALLOCATE2DARRAY (N, INVp)

2 Alokuj ciagly blok pamigci o rozmiarze N, x N, elementéw zespolonych
3 Utwoérz tablicg wskaznikow do N, wierszy

4: fori =0to N, — 1do

5 Wskaznik[i] <— adres elementu (i - IV),) w bloku ciagtym

6 end for

return Tablica wskaZznikéw

8: end procedure

Ciagta alokacja pamigci umozliwia wykorzystanie funkcji fftw_plan_many_dft do wykonania wielu
jednowymiarowych transformacji FFT w pojedynczym wywotaniu, co znaczaco zwigksza wydajnos¢ obli-

czen przez lepsze wykorzystanie pamigci podrgcznej procesora [[141].

A.4.3 Implementacja transformaty Fouriera

Transformaty Fouriera zdefiniowane w Dodatku [A.T] sa implementowane z wykorzystaniem biblioteki
FFTW3. Biblioteka ta realizuje dyskretna transformate Fouriera (DFT), ktéra dla ciagu N wartosci { f,, } 7]:[:_01

zdefiniowana jest wzorem:

R N-1 2mwikn
— - - , k=0,1,...,N—1. A22
fr ;) f exp( N ) (A.22)

Zwiazek migdzy DFT a ciagla transformata Fouriera (A.T) wymaga odpowiedniego przeskalowania i prze-
sunigcia indekséw. Dla siatki o N punktach z krokiem Az i zakresem [— L, L,] transformata wzgledem x

do zmiennej sprzg¢zonej A jest realizowana nastgpujaco:

Algorytm 2 Transformata Fouriera x — A dla catej siatki

1: procedure FFT_XTOLAMBDA(g, N, IV}, znak)

2 Utworz plan FFTW dla N, transformacji 1D o dtugosci IV, kazda

3 Krok wejsciowy (stride) <— IV, > elementy wzdtuz kolumn
4: Odlegtosé miedzy kolejnymi transformacjami « 1

5 Wykonaj plan z kierunkiem okreSlonym przez znak

6: end procedure

Parametr znak okresla kierunek transformacji: —1 dla transformacji prostej (z — A), +1 dla transformacji
odwrotnej (A — x). Analogiczna procedura dla transformacji p — 6 r6zni si¢ jedynie parametrami stridu

i odlegtosci:
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Algorytm 3 Transformata Fouriera p — 6 dla calej siatki
1: procedure FFT_PTOTHETA(9, N, INp, znak)

2 Utwo6rz plan FFTW dla N, transformacji 1D o dtugosci N, kazda

3 Krok wejSciowy (stride) < 1 > elementy wzdtuz wierszy
4: Odlegtos$¢ migedzy kolejnymi transformacjami <— N,

5 Wykonaj plan z kierunkiem okreslonym przez —znak

6: end procedure

Zmiana znaku w algorytmie 3] wynika z odmiennej konwencji znaku w transformacie wzgledem pedu (A.3).
Siatka zmiennych sprzgzonych A i 6 jest generowana zgodnie ze wzorem (2.70), ktéry uwzglednia specy-
ficzne uporzadkowanie czestotliwosci w standardzie FFTW (fftfreq ordering). Procedura generowania siatki

przedstawiona jest w algorytmie [4]

Algorytm 4 Generowanie siatki czestotliwosci (fftfreq)

1: procedure GENERATEFREQUENCYGRID(/V, A)
2: fork=0to N —1do

3: if k < N/2 — 1 then

4 A — 2mk
PTNCA

5 else ( )

2n(N — k

6 Ab TR

7 end if

8: end for

9: return {\;}

10: end procedure

M. Kalka Zastosowanie metod entropowych do badania dynamiki stanow w ,,matych” uktadach kwantowych —
ujecie przestrzenno-fazowe



A. Dodatek

72

A.4.4 Tloczyn Hadamarda

Mnozenie funkcji Wignera przez czynniki fazowe realizowane jest jako iloczyn Hadamarda (element po ele-

mencie) dwdch tablic zespolonych. Dla tablic A i B o wymiarach NV, x N,, wynik C = A o B obliczany

jest zgodnie z algorytmem [5]

Algorytm 5 Iloczyn Hadamarda tablic zespolonych

1: procedure HADAMARDPRODUCT(A, B, N, N,)

j), a; < Im(Aij)
ij)’ bl — Im(BZ])

Az’j — (a,«br — aibi) + z'(aTbi + aibr)

2 fori =0to N, — 1do

3 for j =0to N, — 1do
4: a, < Re(4;

5 b, < Re(B

6

7 end for

8: end for

9: end procedure

A.4.5 Implementacja schematu split-operator

Schemat split-operator drugiego rzedu (faktoryzacja Stranga) (2.62) zostat zaimplementowany zgodnie z al-

gorytmem [6] Algorytm realizuje pojedynczy krok czasowy At ewolucji funkcji Wignera.

Algorytm 6 Krok czasowy — schemat Stranga

1: procedure TIMESTEPORDER2(o, E7, Eyy, N, Np)

FFT_PTOTHETA(p,

FFT_PTOTHETA(p,

FFT_XTOLAMBDA(0, Nz, Np, —1)
HADAMARDPRODUCT(0, E7, Ny, Np)
FFT_XTOLAMBDA(0, Nz, Np, +1)

N, Np, =1)

HADAMARDPRODUCT(g, Eyy, Nz, Np)

NZB’ Np’ +1)

FFT_XTOLAMBDA(0, Nz, Ny, —1)

o: HADAMARDPRODUCT(o, E7, Ny, N;)
10: FFT_XTOLAMBDA(9, Ny, Ny, +1)

11:  RESCALE(p, 1/(N2N,

12: end procedure

p)s Nas Np)

> o(x,p) = 0(A,p)
> X exp(—iAtAp/2m)
> 0(A,p) = o(,p)
> o(z,p) = 0(x,0)
> X exp(iAt Ua/h)
> o(z,0) = o(z,p)
> o(x,p) = 0(A,p)
> X exp(—iAtAp/2m)
> o(\,p) = o(z,p)

> normalizacja FFT

Macierze Er i Eyy zawieraja prekompilowane wartosci czynnikéw fazowych:

(E7)mn = exp <—

(Ev)mn = eXP(

2mh
YAV
%UA (xma en)

YAV
Z)\mpn> )

).

(A.23)

(A.24)
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gdzie Un jest réznicg potencjatéw zdefiniowana w (2.63)). Schemat pierwszego rzgdu jest implementowany
analogicznie, z pominigciem jednego z krokéw kinetycznych i odpowiednia modyfikacja czynnika w ma-

cierzy Ep (pelny krok At zamiast At/2).

A.4.6 Schemat dla potencjalow zaleznych od czasu

Dla hamiltonianéw z energia potencjalng jawnie zalezng od czasu U (x;t), opisanych w sekcji [2.5.1] za-
implementowano zmodyfikowany schemat Stranga (2.79). Kluczowa réznica w stosunku do schematu sta-
cjonarnego polega na koniecznos$ci przeliczania macierzy czynnikéw fazowych Eyy w kazdym kroku cza-
sowym. Zgodnie z teorig przedstawiona w sekcji [2.5.3] operator potencjalny jest ewaluowany w punkcie
srodkowym przedziatu czasowego t,,, = t,, + At/2. Algorytmprzedstawia petna procedurg kroku czaso-

wego dla potencjatu zaleznego od czasu.

Algorytm 7 Krok czasowy — schemat Stranga z potencjalem zaleznym od czasu

1: procedure TIMESTEPTIMEDEPENDENT(, E7, t,,, At, Ny, Np)

2: b < tn + At/2 > punkt Srodkowy
3: UPDATEPOTENTIALMATRIX(E(, t,,) > Un(x,0;t,)
4: FFT_PTOTHETA(9, Nz, Ny, —1)

5. HADAMARDPRODUCT(o, Ey, N, Np) > x exp(i5LUA)
6: FFT_PTOTHETA(9, N, Np, +1)

7: RESCALE(p, 1/Np, Ny, Np)

8: FFT_XTOLAMBDA(0, Ny, Np, —1)

9: HADAMARDPRODUCT(g, E1, Ny, N) > X exp(—i%)\p)
10: FFT_XTOLAMBDA(9, Nz, Np, +1)

11: RESCALE(o, 1/Ny, N, Np)

12: UPDATEPOTENTIALMATRIX(Ey, t,, + At) > Una(z, 0;t, + At)
13: FFT_PTOTHETA(o, Nz, Np, —1)

14: HADAMARDPRODUCT(o, E¢7, Ny, Np) > X exp(z‘%UA)

15: FFT_PTOTHETA(9, N, Np, +1)
16: RESCALE(g, 1/Np, Ny, Np)

17: end procedure
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Procedura aktualizacji macierzy potencjatlu oblicza réznicg potencjatéw dla zadanej chwili czasowej zgod-

nie z algorytmem |g]

Algorytm 8 Aktualizacja macierzy potencjatu zaleznego od czasu
1: procedure UPDATEPOTENTIALMATRIX(Ey, t)

2 Wygeneruj siatke {6,, } zgodnie z algorytmem 4]
3 form=0to N, — 1do

4: forn =0to N, — 1do

5 Uy < Uz, + 10,/2; t)

6 U_ + Ul(xy — h0,/2; t)

7

¢ %(U— - Uy)
8: (Ep)mn < cos(¢) + isin(¢)
9: end for
10: end for

11: end procedure

Nalezy zauwazy¢, ze w schemacie |7| zastosowano kolejnos$¢ operatoréw U-T-U (por. réwnanie (2.79)),
w odréznieniu od schematu stacjonarnego EI, gdzie uzyto kolejnosci T-U-T. Obie faktoryzacje sa réwno-
wazne z doktadnoscia do drugiego rzgdu w At, jednak dla potencjatéw zaleznych od czasu uktad U-T-U
pozwala na naturalne uwzglednienie wartosci potencjatu na kraficach przedziatu czasowego.

W implementacji zrealizowano réwniez wariant ze schematem China czwartego rzedu ([2.83)), ktéry
wymaga dodatkowej ewaluacji zmodyfikowanego potencjatu W (x, 6;t) zawierajacego poprawke réznicz-
kowa (2.84). Koszt obliczeniowy schematu zaleznego od czasu jest wyzszy niz schematu stacjonarnego

ze wzgledu na koniecznos$¢ przeliczania macierzy Eiy w kazdym kroku.

A.4.7 Warunki poczatkowe

Program umozliwia inicjalizacj¢ funkcji Wignera w postaci dla kilku rodzajéw stanéw kwantowych. Podsta-
wowym stanem jest gaussowski pakiet falowy. Zaimplementowano rowniez rodzing standw kota Schrodin-
gera, celem przeprowadzenia symulacji, ktérych wyniki zostaty oméwione w rozdziale[3] Architektura kodu
zostata zaprojektowana w spos6b modularny, umozliwiajacy tatwe rozszerzanie o nowe warunki poczat-
kowe. Dodanie nowego stanu wymaga jedynie implementacji funkcji obliczajacej warto$¢é funkcji Wignera
0(xm, pn) W punktach siatki, bez koniecznosci modyfikacji pozostatych czesci programu — w szczegdélnosci
modutu ewolucji czasowej i modutu obserwabli. Dzigki temu kod moze by¢ adaptowany do badania innych

uktadéw kwantowych.

A.4.8 Implementacja potencjalow

W schematach dla potecjatéw niezaleznych od czasu, funkcja Ua (z,0) = U(xz — h0/2) — U (x + h6/2) jest
obliczana dla kazdego punktu siatki (x,,,6,) przed rozpoczgciem symulacji. W programie zaimplemen-

towano kilka standardowych profili, w tym potencjat swobodny, liniowy, oscylatora harmonicznego czy
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barier¢ gaussowska. Analogicznie do warunkéw poczatkowych, architektura kodu numerycznego umozli-
wia fatwe rozszerzanie o nowe postaci U (z). Dodanie nowego potencjalu wymaga zdefiniowania funkcji
U(x) — obliczenie r6znicy Ua oraz konstrukcja macierzy fazowej Ey; sa realizowane automatycznie przez
istniejacy kod. Implementacje schematéw dla potencjatéw zaleznych od czasu, w ktérych macierz Eg; jest

przeliczana w kazdym kroku czasowym, opisano szczegétowo w sekcji[A.4.6

A.4.9 Obliczanie obserwabli

WartoSci oczekiwane obserwabli sa obliczane przez catkowanie numeryczne funkcji Wignera. Catki dwu-

wymiarowe realizowane sa metoda trapezow, ktéra dla funkcji f(z, p) na siatce prostokatnej daje:

[ avdo 5.~ 2089 S w2, (A25)

gdzie wagi wyy,,, wynosza: 1 dla punktéw wewnetrznych, 1/2 dla punktéw na krawedziach i 1/4 dla punktéw
naroznych. Zaimplementowane obserwable obejmuja normg, energi¢, Srednie potozenie i ped oraz entropig

Wignera-Renyiego rzedu a. Rozklady brzegowe obliczane sa przez catkowanie jednowymiarowe.

A.4.10 Stabilno$¢ numeryczna i walidacja

Poprawno$¢ implementacji zostata zweryfikowana przez poréwnanie wynikéw numerycznych z rozwiaza-
niami analitycznymi dla czastki swobodnej, potencjatu liniowego oraz oscylatora harmonicznego. Zacho-
wanie normy N (¢) = 1 stanowi podstawowy test stabilnosci numerycznej. Dla poprawnie dobranego kroku

czasowego At wzgledna zmiana normy nie przekracza 10~'2 w ciagu 10* krokéw czasowych.

A.4.11 Jednostki atomowe

Obliczenia numeryczne sa prowadzone w uktadzie jednostek atomowych (a.u.), w ktérym h = m, = e =

4meg = 1 [[76]. Podstawowe relacje przeliczeniowe przedstawiono w tabeli|A.1

Tabela A.1: Przeliczniki migdzy jednostkami atomowymi a jednostkami SI.

Wielkos§¢ Symbol Warto$¢ w SI
Energia 1 au. 27.211eV
Dtugos¢ 1au 0.05292 nm
Czas lau 2419 x107'7s

Pole elektryczne  1au.  5.142 x 101! V/m

Uzycie jednostek atomowych eliminuje stale fizyczne z réwnaf, upraszczajac implementacje i redukujac
btedy zaokraglen. Konwersja wynikéw do jednostek SI jest realizowana przez odpowiednie przeskalowanie

wynikow.
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A.4.12 Format pliku konfiguracyjnego

Parametry symulacji sa wezytywane z pliku w formacie JSON [[142], co zapewnia czytelnos¢ i tatwos¢

modyfikacji. Przyktadowa struktura pliku konfiguracyjnego obejmuje nastgpujace sekcje:
* Parametry siatki: L, L,, N, N,
* Parametry czasowe: At, IV, lista krokéw w ktérych nastgpuje zapis wynikéw
* Warunek poczatkowy: typ, parametry stanu
* Potencjal: identyfikator typu, parametry potencjatu

* Opcje symulacji: rzad schematu, flaga zaleznosci czasowe;j

Wykorzystanie formatu JSON umozliwia rowniez prosta automatyzacje serii symulacji przez programowe

generowanie plikoéw konfiguracyjnych.
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