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1 Wstep

Opis teoretyczny zjawisk fizycznych wymaga sformutowania odpowiednich modeli matematycz-
nych, a z kolei ich przydatnos$¢ jest zwyczajowo weryfikowana w oparciu o logicznie spojna
interpretacje wynikéw eksperymentalnych. Podobnie byto réwniez z teorig kwantows. Powsta-
ta ona na gruncie niepowodzen w zastosowaniu teorii klasycznych do opisu zjawisk fizycznych
zachodzacych w mikroskali.

Do poczatku XX wieku panowato do$¢ powszechne przekonanie, ze modele uktadéw mecha-
nicznych oraz polowych w petni opisuja swiat zjawisk zachodzacych w skali makroskopowej,
a wystepujace trudnosci maja co najwyzej charakter przejéciowy i zazwyczaj wynikaja one, np.
z braku odpowiednich narzedzi matematycznych umozliwiajacych doktadne rozwigzanie posta-
wionego problemu. Stad tez, badania nad modelami matematycznymi zjawisk fizycznych do$é
czesto stawaly sie inspiracjg dla wypracowania metod rachunkowych umozliwiajacych rozwia-
zywanie praktycznych problemow.

W fizyce sytuacja zaczeta dramatycznie si¢ zmienia¢ wraz z rozwojem metod doswiadczal-
nych iich mozliwosci, bowiem badania eksperymentalne zaczety obejmowac zjawiska zachodzace
w coraz to mniejszych skalach przestrzennych i czasowych, a modele matematyczne wypraco-
wane na potrzeby opisu zjawisk makroskopowych nie potrafity wyttumaczy¢ w zadowalajacy
sposob obserwowalnych wynikow eksperymentalnych. Te niepowodzenia miaty charakter bar-
dziej fundamentalny niz poczatkowo sie¢ wydawato, gdyz okazato sie, ze zjawiska zachodzace
w mikroskali wymagaja bardziej wyrafinowanego modelu matematycznego opartego na zupet-
nie nowych koncepcjach, obcych dotychczasowej fizyce klasycznej. W ten sposéb narodzita sie
teoria kwantowa.

W ogélnoéci, teoria kwantowa moze by¢ sformutowana na wiele sposobdw, przeglad niekto-
rych z nich zostal przedstawiony w pracy [1], przy czym nalezy zauwazy¢, ze niektére sformu-
towania tam podane cze$ciowo przekrywaja sie ze soba. Historycznie pierwsze, nie liczac tzw.
wstarszej” teorii kwantéw [2], byto sformutowanie macierzowe Heisenberga [3], w ktorym wielko-
Sciom dynamicznym sa przypisane macierze (niekiedy nieskoniczonego rozmiaru), a stan uktadu
jest reprezentowany przez wektor kolumnowy. Kolejnym sformutowaniem jest obecnie najpow-
szechniej stosowane ujecie falowe. W tym przypadku stan uktadu jest reprezentowany przez
funkcje falowa, a wielkosciom dynamicznym odpowiadaja operatory samosprzezone dziatajace
w przestrzeni Hilberta funkcji catkowalnych z kwadratem. W ramach tego sformutowania moz-
liwe sg rozne reprezentacje, przy czym dwie najczeéciej uzywane to odpowiednio reprezentacja
potozeniowa oraz pedowa. W zaleznosci od przyjetej reprezentacji, danej wielkosci dynamiczne;j
odpowiadaja operatory samosprzezone o réznych postaciach. Nastepnym sformutowaniem teorii
kwantowej jest sformutowanie Feynmana przy uzyciu caltek po trajektoriach [4]. W ramach te;
teorii uwaga jest skupiona nie tyle na samym stanie kwantowym, co na prawdopodobienstwie
przejscia miedzy dwoma stanami. Mocno uproszczona idea wyznaczenia amplitudy prawdopo-
dobienstwa tego przejscia jest nastepujaca, rozwazane sa wszystkie mozliwe trajektorie przejscia
ze stanu poczatkowego do konicowego i wyznaczane jest dla nich klasyczne dziatanie S, nastepnie
kazdej trajektorii przypisywana jest amplituda proporcjonalna do exp(iS/h), w konicu ampli-
tudy te sa sumowane po wszystkich trajektoriach. Catki Feynmana po trajektoriach staty sie
tez podstawowym narzedziem kwantowej teorii pola. Kolejnym sformutowaniem teorii kwantéw
jest ujecie przy pomocy operatora gestosci [5]. Moze ono by¢ postrzegane jako przyklad uogdl-
nienia ujecia falowego i w ramach tego podejscia mozna wprowadzi¢ pojecie stanéw mieszanych.
Dzieki takiemu podej$ciu mozliwe staje sie rowniez modelowanie uktadéw otwartych [6, 7, 8].
Nastepnym sformutowaniem jest ujecie przestrzenno-fazowe, na ktéorym to najmocniej skupiona
zostanie uwaga w tej pracy. W ramach tego sformutowania stanom uktadu przypisujemy funk-
cje na przestrzeni fazowej, ktore posiadaja pewne wtasnosci funkcji rozktadu gestosci praw-
dopodobienstwa. Nalezy to rozumie¢ w ten sposob, ze taka funkcja nie moze naraz spetniac
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wszystkich wlasnosci charakterystycznych dla funkeji rozktadu gestosci prawdopodobienstwa.
Wielkosciom dynamicznym réwniez przypisujemy pewne funkcje na przestrzeni fazowej, przy
czym tworza one nieprzemienng algebre ze wzgledu na iloczyn takich funkcji na przestrzeni
fazowej. Nalezy przy tym zaznaczy¢, ze ujecie przestrzenno-fazowe teorii kwantowej charak-
teryzuje si¢ pewng niejednoznacznoscig wynikajaca bezposrednio z problemu uprzadkowania
operatoréw odpowiadajacych temu samemu wyrazeniu klasycznemu. W ramach sformutowania
przestrzenno-fazowego do opisu stanu uktadu najpowszechniej stosowana jest funkcja Wignera
i to wlasnie jej poswiecimy najwiecej uwagi w niniejszej pracy. Warto tez zauwazyc¢, ze w ramach
omawianego ujecia mozna uwzgledni¢ zaréwno stany czyste, jak i mieszane. Co wiecej, stosun-
kowo prosto mozna tez uogolnic¢ to podejscie na przypadek uktadéw otwartych badz tez uktadow
hybrydowych [9, 10, 11]. Kolejnym sformutowaniem mechaniki kwantowej jest tak zwany for-
malizm drugiej kwantyzacji [12, 13]. Pierwotnie zostal on opracowany na potrzeby kwantowe;
teorii pola, jednak mozna go réowniez zastosowa¢ do nierelatywistycznej mechaniki kwantowe;j
uktadéw wieloczastkowych. Istnieje takze sformutowanie wariacyjne mechaniki kwantowej. Jego
opracowanie byto motywowane wariacyjnym podejSciem do mechaniki klasycznej [14]. Niemnie;
jednak w tym sformulowaniu obiektem, w ktérym jest zawarta informacja o stanie uktadu,
wciaz pozostaje funkcja falowa. Oprocz wyzej wymienionych sformutowan mozna takze spotkaé
sie z innymi, np. sformutowaniem fali pilotujacej de Broglie-Bohma [15, 16], ktére jest zwia-
zane z alternatywna do kopenhaskiej interpretacja mechaniki kwantowej zwang interpretacja
Bohma. Sformutowanie de Broglie-Bohma jest deterministyczne oraz jawnie nielokalne, stan
uktadu jest opisywany zaréwno poprzez punkt w przestrzeni konfiguracyjnej (jak ma to miej-
sce w mechanice klasycznej) jak i poprzez funkcje falowa zwana fala pilotujaca, ktéra to wraz
z klasycznym potencjalem determinuje ewolucje czasows uktadu. Co ciekawe, niedawno zostato
pokazane [17], ze funkcja Wignera stanowi pomost taczacy mechanike de Broglie-Bohma z me-
chanikg falows. Dzieki temu odkryciu dodatkowe postulaty, ktérych uzywano dotychczas, by
powiaza¢ oba sformulowania teorii kwantow, okazaly si¢ niepotrzebne. Oprécz wspomnianego
wyzej sformutowania mozna takze spotka¢ sie ze sformutowaniem hydrodynamicznym zwa-
nym tez sformutowaniem Hamiltona-Jacobiego. Podobnie jak sformutowanie wariacyjne byto
ono inspirowane metodami wypracowanymi na potrzeby mechaniki klasycznej [18]. Niezaleznie
od wymienionych wyzej réznych sformulowan teorii kwantowej mozna takze natknaé sie na
sformutowanie holomorficzne [19, 20, 21]. W takim podejsciu stany sa reprezentowane przez
funkcje holomorficzne bedace elementami przestrzeni Segala-Bargmanna rozumianej jako prze-
strzen stanow. Wreszcie, istnieje tez abstrakcyjne ujecie mechaniki kwantowej oparte na uzyciu
C*-algebr [22, 23|. Podejscie to mozna stosowaé zaré6wno w przypadku stanéw czystych, jak
i mieszanych, a biorac pod uwage konkretne reprezentacje tych C*-algebr mozna odtworzy¢
chociazby ujecie falowe w reprezentacji potozeniowej badz pedowe;.

Historia powstawania ujecia przestrzenno-fazowego teorii kwantowej zostata przedstawio-
na w ksiazce [24]. Ujecie to zostalo wprowadzone przez E. Wignera przy okazji poszukiwania
poprawek kwantowych dla uktadéow znajdujacych sie w réwnowadze termodynamicznej [25].
Wigner opisal stan uktadu kwantowego poprzez funkcje okreélong na przestrzeni fazowej, ktora
pozornie odgrywata role funkcji rozktadu. Niemniej jednak przy blizszej analizie wlasnosci tej
funkcji, zauwazyt, ze moze ona przyjmowaé¢ w pewnych obszarach przestrzeni fazowej ujemne
wartosci, co dyskwalifikowato jg jako klasycznie rozumiang funkcje rozktadu gestosci praw-
dopodobienstwa. Dzisiaj ta funkcja jest nazywana funkcjg Wignera i jest jedna z mozliwych
funkeji okre$lanych mianem funkcji rozkladu quasi-prawdopodobienstwa [26]. We wspomnia-
nej juz pracy [25], autor takze wyprowadza rownanie ewolucji czasowej dla funkcji Wignera
w postaci rownania rozniczkowo-catkowego. Nalezy jednak zauwazy¢, ze takie podejscie zostato
poprzedzone praca matematyczna H. Weyla [27] dotyczaca przypisania operatorom kwantowo-
mechanicznym funkcji okreslonych na przestrzeni fazowej oraz praca J. von Neumanna [28§]
w ktorej wprowadzit on x-iloczyn zadany poprzez transformate Fouriera dla funkcji okreélone;
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na przestrzeni fazowej oraz pokazal, ze istnieje izomorfizm pomiedzy iloczynem operatorow
kwantowo-mechanicznych, a x-iloczynem odpowiadajacych im (na podstawie pracy [27]) funk-
cji na przestrzeni fazowej [24]. Duzy wktad w opracowanie tej teorii mieli réwniez H. Groene-
wold [29], ktéry pokazal, ze procedura Weyla przypisania operatorom kwantowo-mechanicznym
funkcji na przestrzeni fazowej jest odwracalna i tak samo mozna funkcjom na przestrzeni fa-
zowej przypisa¢ odpowiednie operatory. Nalezy tez podkresli¢, ze Groenewold rozwinat takze
teorie x-iloczynu. Oprécz wymienionych wyzej, istotny wktad do przestrzenno-fazowego ujecia
teorii kwantowej wnidst J. Moyal [30]. Mianowicie, dokonal on syntezy wynikéw dotyczacych
tego sformutowania. Przedstawil to podejécie jako alternatywne, niezalezne sformutowanie teo-
rii kwantowej, jak rowniez zajat sie problemem wyznaczania wartosci oczekiwanych obserwabli
w ramach tego formalizmu, interpretacja ujemnych wartosci funkcji Wignera i powiazat je
z zasada nieokreslonosci. Ponadto, Moyal przedstawit takze problem ewolucji czasowej funkeji
Wignera wyrazong poprzez deformacje nawiasu Poissona znanego z hamiltonowskiego ujecia
mechaniki klasycznej. Dzieki temu, przestrzenno-fazowe ujecie teorii kwantowej upodobnito sie
do mechaniki statystycznej z ta jednak réznica, ze zmienne dynamiczne (obserwable) sa ele-
mentami algebry nieprzemiennej ze wzgledu na dziatanie x-iloczynu.

W wignerowskim sformutowaniu teorii kwantow, stan czysty uktadu kwantowego jest repre-
zentowany przez funkcje rzeczywista okreslona na przestrzeni fazowej zgodnie ze wzorem [25]

o.p) =gz [0 (e +5) v (= 5) e Ha, )

gdzie 1 (-) jest funkcja falowa. To wlasnie funkcja okreslona tym wzorem jest nazywana obec-
nie funkcja Wignera. Charakteryzuje si¢ tym, ze ma dobrze zdefiniowane rozktady brzegowe,
a takze jest ograniczona. Jednakze jej najbardziej wyrdzniajaca sie cecha jest to, ze moze ona
przyjmowaé ujemne warto$ci w niektérych obszarach przestrzeni fazowej, co juz zostato zaob-
serwowane przez Wignera w oryginalnej pracy. Przyktadowy wykres funkcji Wignera znajduje
sie na rysunku 1. Przedstawiona tam funkcja Wignera odpowiada tak zwanemu stanowi kota
Schrodingera [31, 32]. Z rysunku wynika, ze funkcja Wignera przyjmuje w pewnych obszarach
ujemne wartosci, natomiast rozkitady brzegowe pedéw i potozen sg nieujemne. Przytoczony
przyktad jasno pokazuje dlaczego nie mozna traktowaé¢ funkcji Wignera jako pelnoprawnej
funkcji rozktadu gestoséci prawdopodobienstwa na przestrzeni fazowej.

-6
x[102 a.u.] 405 % -3

Rysunek 1: Funkcja Wignera odpowiadajaca stanowi kota Schrodingera wraz z rozktadami
brzegowymi w przestrzeni potozeniowej i pedowe;.
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Wspblczesdnie ujecie przestrzenno-fazowe znalazto rozliczne zastosowania w roznych dziatach
fizyki. Okazalo sie bardzo uzyteczne do opisu procesoéw transportu kwantowego, ktére sg istotne
z punktu widzenia fizyki jadrowej i fizyki czastek elementarnych [33], fizyki materii skondenso-
wanej [34], optyki kwantowej [35], badania granicy pétklasycznej uktadow mezoskopowych [36],
czy przejscia do klasycznej mechaniki statystycznej [37]. Ujecie to znalazto tez zastosowanie
przy badaniu dekoherencji i chaosu kwantowego [38, 39], co jest istotne z punktu widzenia
obliczen kwantowych [40]. Ponadto narzedzia opracowane na potrzeby ujecia przestrzenno-
fazowego znalazty liczne zastosowania w analizie czasowo-czestotliwo$ciowej sygnaléw z uwagi
na analogiczna strukture matematyczna (np. przejscie miedzy czasowa i czestotliwo$ciowy re-
prezentacja sygnatu odbywa sie za pomocg transformaty Fouriera, analogicznie jak przejscie
miedzy potozeniows i pedowa reprezentacja funkcji falowej, mozna skonstruowa¢ analogicz-
ng czasowo-czestotliwosciowa zasade nieokreslonosci dla sygnatow.) Ujecie przestrzenno-fazowe
teorii kwantéw stanowito réwniez inspiracje do rozwoju teorii matematycznych, jak np. geome-
tria nieprzemienna [41] czy teoria deformacji [42, 43, 44, 45, 46].

Przewodnim motywem pracy jest zbadanie dynamiki izolowanych uktadéw kwantowych
W oparciu o numeryczne rozwigzanie rownania Moyala dla funkeji Wignera, wykorzystujac do te-
go celu algorytm oparty na metodzie typu split-operator [39, 47]. Nalezy zauwazy¢, ze rownanie
ewolucyjne funkcji Wignera pierwotnie zostato sformutowane w postaci rownania rézniczkowo-
catkowego [25]. Okazalo sie jednak, ze numeryczne podejscie tego réwnania jest niezmiernie
czasochtonne i napotyka na szereg ograniczen wynikajacych nie tylko z stosowanych algoryt-
moéw, ale réwniez 1 mozliwosci obliczeniowych wspétezesnych komputeréw. Alternatywnie, row-
nanie ewolucyjne dla funkcji Wignera moze by¢ wyrazone w rozniczkowej postaci Moyala, ktora
przejawia istotne zalety w kwestii ztozonosci obliczeniowej, co umozliwia symulowanie bardziej
realistycznych uktadéw kwantowych. Dla tak zapisanego rownania ewolucji czasowej w natu-
ralny sposob nasuwa si¢ metoda split-operator, ktora cechuje sie wyraznie mniejsza ztozonoscia
obliczeniowa. Pierwotnie, metoda ta zostala zaproponowana w pracy [48] do rozwiazywania
zaleznego od czasu rownania Schrodingera, a nastepnie zostata ona zaadaptowana do badania
klasycznych uktadéw dynamicznych w przestrzeni fazowej [49]. Mozliwosci tej metody zostaty
takze zweryfikowane pod katem jej przydatnosci do rozwigzywania probleméw dynamicznych
dla uktadéw kwantowych w przestrzeni fazowej [50, 39]. Obecnie stosowane sa rézne warianty tej
metody do analizy kwantowo-mechanicznych probleméw dynamicznych w ujeciu przestrzenno-
fazowym. Do tych wariantéw mozemy zaliczy¢ m.in. metode Stranga drugiego rzedu [51], czy
metode China czwartego rzedu [52]. Istnieja réwniez inne realizacje tej metody ale ich uzycie
cechuje sie mniejsza efektywnoscia obliczeniowa [53]. W przypadku wiekszosci prac dotycza-
cych metody split-operator nie wykonuje si¢ doktadnego szacowania btedu, a jedynie wykazuje
sie jak ten bltad sie skaluje w funkeji kroku czasowego. Jednym z wyjatkow jest praca [54],
gdzie przeprowadzono taka analize dla rownania Schrodingera i metody pierwszego rzedu oraz
szkic takiej analizy dla metody drugiego rzedu. Z uwagi na to, ze w literaturze przedmiotu nie
ma przeprowadzonej analizy dla metody split-operator drugiego rzedu w odniesieniu do réw-
nania Moyala, podjeto si¢ proby przeanalizowania tego problemu z wykorzystaniem aparatu
matematycznego teorii operatorow. W zwiazku z tym jednym z gléwnych celéw pracy stato sie
przeprowadzenie analizy algorytméw numerycznych opartych na metodzie split-operator dru-
giego rzedu do rozwiazywania réwnania Moyala pod katem ich doktadnosci. Natomiast, drugim
glownym celem pracy jest zastosowanie analizowanego algorytmu do zbadania dynamiki funk-
cji Wignera odpowiadajacej zdefektowanemu stanowi kota Schrodingera w przestrzeni fazowej,
ktora jest generowana przez rownanie Moyala. Na przedstawione wyzej cele gtowne sktadaja sie
cele szczegbdlowe, zrealizowane w trakcie badan, ktorych wyniki sg przedstawione w poszczegol-
nych rozdziatach pracy.

Struktura niniejszej pracy jest nastepujaca, w rozdziale 2 jest przedstawione krotkie omo-
wienie nierelatywistycznej mechaniki kwantowej w ramach sformutowania opierajacego sie na
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funkcji falowej oraz na operatorze gestosci. Jeden z podrozdziatéw w catodci poswiecilismy
wprowadzeniu niezbednych struktur matematycznych. W rozdziale 3 przedstawiono elementy
przestrzenno-fazowe sformutowania mechaniki kwantowej bazujace na funkcji Wignera oraz nie-
zbedne do tego elementy teorii operatorow pseudorozniczkowych. Rozdziat 4 zostat poswiecony
przedstawieniu metody numerycznej uzywanej w niniejszej pracy. W tej czesci sa omawiane roz-
ne schematy faktoryzacji operatora ewolucji czasowej zgodnie z metoda spectral split-operator
oraz ich bledy, a takze schemat dyskretyzacji przestrzeni fazowej. W rozdziale 5 zostaly przed-
stawione wyniki badan nad dynamika standéw koherentnych oraz zdefektowanych stanéw kota
Schrodingera w oparciu o numeryczne rozwigzanie réwnania Moyala. Na podstawie tych sy-
mulacji zostaly wyznaczone podstawowe charakterystyki dynamiczne dla wybranych uktadow
izolowanych. Niniejsza praca zostala tez uzupeliona o dodatek matematyczny, gdzie umiesz-
czone zostaly kréotkie informacje na temat wykorzystywanych struktur matematycznych i ktére
nie znalazty si¢ w gléwnym tekscie pracy, by nie zaburzac¢ jego czytelnosci.

Oryginalne osiggniecia autora zmieszczone w tej pracy wynikaja bezposrednio ze zrealizo-
wania nakreslonych celow szczegdétowych, do ktorych nalezy zaliczy¢:

1. Analiza btedu wartosci oczekiwanej energii catkowitej w czasie symulacji dynamiki gaus-
sowskiego pakietu falowego potencjatach wigzacych, dla ktorych istniaty rozwigzania ana-
lityczne. W ramach tej analizy poréwnano metode Stranga drugiego rzedu oraz metode
China czwartego rzedu. Wyniki tych badan sa przedstawione w podrozdziale 5.1, a nie-
zaleznie od tego zostaly opublikowane w pracach [47, 55].

2. Wyprowadzenie jawnej postaci na funkcje Wignera dla zdefektowanego stanu kota Schro-
dingera i analiza wptywu parametrow takiego stanu na jego wtasnosci. Wyniki tych badan
sg przedstawione w podrozdziale 5.3.

3. Scharakteryzowanie dynamicznych wtasnosci zdefektowanego stanu kota Schrodingera
przy pomocy parametru nieklasycznosci, entropowej zasady nieokreslonosci. Wyniki tych
badan sa przedstawione w podrozdziale 5.3, a niezaleznie od tego zostaly opublikowane
w pracy [56].

4. Wyznaczenie prawdopodobienstwa transmisji przez bariere gaussowsks zdefektowanego
stanu kota Schrodingera w funkcji jego parametréw. Wyniki tych badan zostaly przed-
stawione w podrozdziale 5.5.
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2 Elementy mechaniki kwantowej w przestrzeniach Hil-
berta

2.1 Schrodingerowska mechanika falowa

Przedstawiony w tym podrozdziale ogdlny zarys teorii kwantéw w ujeciu schrodingerowskim jest
daleki od Scistosci, ale wprowadza pewne koncepcje oraz aparat pojeciowy niezbedny do opisu
zjawisk fizycznych zachodzacych w skali atomowej. Nadanie formalnej struktury matematycznej
wprowadzonym pojeciom bedzie przedmiotem kolejnych podrozdziatow.

W nierelatywistycznej mechanice falowej stan izolowanego uktadu kwantowo-mechanicznego
jest reprezentowany przez funkcje falowa 1 (x), ktéra zgodnie z interpretacja kopenhaska opi-
suje fale prawdopodobienistwa [2]. Funkcja ta jest jednoznaczna, moze przyjmowaé wartosci
zespolone, a kwadrat jej modutu,

n(x) = [ih(2) (2)
jest interpretowany jako funkcja rozktadu gestosci prawdopodobienstwa znalezienia czgstki

w polozeniu z. Zgodnie z ta interpretacja mozna wnioskowaé, ze prawdopodobienstwo zna-
lezienia czastki w przedziale I = [z, x5, przy czym I C R, wynosi

x2

Pi= [ ot )
1

7, drugiej strony, skoro prawdopodobienstwo znalezienia czastki w przedziale I wynosi Pj, to

prawdopodobienstwo znalezienia jej gdziekolwiek w przestrzeni R powinno wynosi¢ 1. Wobec

tego nalezy oczekiwaé, ze dla funkcji falowej 1(z) powinna zachodzi¢ wlasnosé

/R () P = 1, (4)

ktora jest traktowana jako warunek normalizacyjny dla tej funkcji w przestrzeni R. Warto tez
zaznaczy¢, ze cho¢ funkcja falowa nie jest wielkoscia bezposrednio mierzalna, to jednak dzieki
niej moga by¢ wyznaczone wartosci oczekiwane zmiennych dynamicznych charakteryzujacych
badany uktad kwantowo-mechaniczny. W nierelatywistycznej mechanice falowej przyjmuje sie,
ze wartos¢ oczekiwana zmiennej dynamicznej O w stanie opisanym funkcja falowa ¢ (zx) jest
wyrazona wzorem [2]

(0), = [ v@0vtaas, o)

gdzie O jest operatorem samosprzezonym odpowiadajacym rozpatrywanej zmiennej dynamicz-
nej O.

W schrodingerowskim opisie uktadéw kwantowo-mechanicznych fundamentalna role pelnia
operatory polozenia & oraz pedu p. Sa one okreslone w nastepujacy sposéb [2]

b(a) = 2(), ©)
oraz

o) = —ih - (o), ")
przy czym spetniaja one tzw. kanoniczna relacje komutacii

8] () = ihu (o), ®)

co oznacza, ze tworzg one par¢ operatoréw nieprzemiennych. Bezposrednia konsekwencjg nie-
przemiennosci tych operatorow jest stwierdzenie, ze potozenie i ped czgstki nie moga zostac



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 11

jednoczesnie doktadnie wyznaczone i nie jest to kwestia precyzji aparatury pomiarowej, tylko
fundamentalnego ograniczenia zawartego w samej naturze. Powyzsze stwierdzenie urasta do
rangi jednej z fundamentalnych zasad fizyki kwantowej, ktore jest znane jako zasada nieokre-
slonosci. Zgodnie z nig iloczyn nieokreslonosci jednoczesnego wyznaczenia pedu i potozenia
jest ograniczony z dotu przez stata réwna (h/2)?, co mozna zapisaé w postaci nastepujacej
nierownosci

h2
>
— 4

(9)

o2
p

gdzie o2 jest wariancja polozenia w stanie opisanym funkcja falowa ),
= (&%), — (&), (10)

a z kolei ‘71% jest wariancja pedu w tym samym stanie,

on = ("), — () - (11)

Uprzywilejowana rola operatoréw potozenia i pedu w opisie izolowanych uktadéw kwantowo-
mechanicznych wynika takze stad, ze moga one postuzy¢ do skonstruowania bardziej ztozonych
operatoréw samosprzezonych w postaci

O = O(&,p) (12)

ktore odpowiadaja innym zmiennym dynamicznym. 7 punktu widzenia badan nad uktadami
fizycznymi, szczegdlnie waznym przykladem operatora w postaci (12) jest hamiltonian stano-
wiacy podstawowg charakterystyke uktadu mechanicznego. Jest on bowiem interpretowany jako
operator catkowitej energii dla uktadu izolowanego,

~2 2 92

. D . h* 0

H= = 1
2m + V(@) 2m Ox? + V@), (13)

gdzie V' (z) jest operatorem energii potencjalnej. Rownanie wtasne dla hamiltonianu (13)

ﬁ¢n<$) = En%(fﬂ), (14)

jest nazywane niezaleznym od czasu rownaniem Schrodingera. Przy ustalonym warunku brze-
gowym, adekwatnym do natury rozwazanego uktadu fizycznego, rozwigzaniem tego rownania
sa energie wlasne FE, oraz odpowiadajace im funkcje wlasne ¢, (x).

Réwnie waznym aspektem prezentowanego podejscia jest badanie uktadow kwantowo -
mechanicznych, ktore ewoluujg w czasie. Wtedy w kazdej chwili czasu t stan ukltadu jest opi-
sywany poprzez funkcje falowa v (z;t), a jej ewolucja czasowa jest zadana poprzez zalezne od
czasu rownanie Schrodingera,

_ n* 9?

RO(w:1) = — 5 (ast) + V(@) (s 0) (15)
Roéwnania (14) oraz (15) sa podstawowymi rownaniami mechaniki kwantowej w ujeciu schrédin-
gerowskim. Pozwalaja one na wyznaczenie stanéw zwigzanych i rozproszeniowych oraz badania
dynamiki uktadow kwantowych.

W omoéwionym powyzej przedstawieniu mechaniki falowej, argumentem funkcji falowej jest
zmienna potozeniowa z € R. Wybér ten wydaje sie dosé¢ intuicyjny i w zasadzie jest uwa-
runkowany historycznie pracami Schrodingera. Nalezy zauwazy¢ bowiem, ze argument funkcji
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falowej moze by¢ réwnie dobrze wybrany w postaci zmiennej pedowej p € R. W takim przy-
padku funkcja falowa v (p) opisuje amplitude prawdopodobienstwa znalezienia czastki z pedem
p, przy czym warunek unormowania ma nastepujaca postac

/R‘@(p)

Przejécie miedzy potozeniowa, a pedowa reprezentacja funkcji falowej odbywa sie poprzez trans-
formate Fouriera

2
dp = 1. (16)

- 1 ipe
I = = / (r)e Fde, (17)

natomiast przejscie w przeciwng strone odbywa sie poprzez odwrotng transformate Fouriera

1 ~ . ip
= h

v@) = = [ JweFap (19
Oméwiona w tym podrozdziale mechanika falowa bazuje na pojeciu funkcji falowej. Pojecie
to odgrywa kluczowa role w opisie stanu izolowanego uktadu kwantowo-mechanicznego do-
starczajac pelnej informacji o nim. Co wiecej, funkcja falowa moze by¢ zapisana w jednej
z dwoch omoéwionych tutaj reprezentacji, tj. potozeniowej oraz pedowej. W ogdlnosci, zmiana
reprezentacji funkcji falowej nie pociagga za soba zmiany informacji o uktadzie w niej zawar-
tej, a jedynie jest podyktowana pewnym pragmatyzmem wynikajacym z prowadzonej analizy
rozpatrywanego uktadu izolowanego. Inng sprawa jest tez pytanie o zasadno$¢ bezwzglednego
stosowania funkcji falowej do opisu stanu izolowanego uktadu kwantowo-mechanicznego. W tym
miejscu jedynie zwréémy uwage na fakt, ze zdarzaja sie takie sytuacje w ktorych opis ukta-
du kwantowo-mechanicznego przy uzyciu funkcji falowej jest niewystarczajgcy, a ominiecie tej
trudnosci staje sie mozliwe dzigki zastosowaniu do opisu stanu uktadu macierzy gestosci, do
czego powrocimy w podrozdziale 2.5. W ramach przedstawionego w tym podrozdziale ujecia
teorii kwantowej, bezprzedmiotowym staje sie takze koncepcja funkcji falowej zapisanej w repre-
zentacji mieszanej, tzn. potozeniowo-pedowej, ktéra nawigzywataby do pojecia zaczerpnietego
z mechaniki statystycznej, tj. funkcji rozktadu gestosci prawdopodobienstwa okreslonej na prze-
strzeni fazowej wyznaczonej przez pare zmiennych sprzezonych kanonicznie jakimi sg potozenie
i ped. Takie ujecie teorii kwantowej wydaje si¢ by¢ dos¢ atrakcyjne bowiem narzuca ono pew-
ng analogie do teorii statystycznej, a tym samym pozwala spojrze¢ na granice miedzy teorig
kwantowa a klasyczna uktadéw mechanicznych, w szczegolnosci izolowanych. Sformutowaniem
przestrzenno-fazowym teorii kwantowej zajmiemy sie szerzej w rozdziale 3.

2.2 Operatory ograniczone, nieograniczone, klasy sladowej, sprzeze-
nie operatora

W tym podrozdziale zostato przedstawionych kilka wybranych poje¢ z teorii operatorow, wyko-
rzystywanych w dalszej czesci rozprawy. Notacje przyjeto za pozycja [57], odsytamy czytelnika
rowniez do [58, 59, 60]. W przytoczonych definicjach przyjeto zalozenie, ze w przestrzeni Hil-
berta, H, okreslonej nad ciatem liczb zespolonych (por. dodatek matematyczny 7.1), iloczyn
skalarny jest liniowy wzgledem drugiego argumentu, tzn.

(@, bp)y = a"b (Y, )y (19)
dla dowolnych a,b € C oraz v, ¢ € H.

Definicja 2.1. Poprzez operator w przestrzeni H rozumiemy odwzorowanie liniowe A z pewnej

A ~

podprzestrzeni D(A) w przestrzen H. Zbiér D(A) C H nazywamy dziedzing tego operatora.
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Operator A jest nazywamy operatorem ograniczonym, jezeli istnieje stata C' > 0 taka, ze waru-
nek

1A% 15 < Cll9] | (20)

jest spetniony dla wszystkich ¢ € D( ) Najmniejsza staty C > 0 speliajaca powyzsze rowna-
nie nazywamy normgq operatora A i oznaczamy jako ||A]].

Przypomnijmy, ze ograniczonos¢ operatora jest rownowazna jego ciagltosci. Zatem, jesli ope-
rator A jest ograniczony na pewnej dziedzinie, gestej w przestrzeni H, to mozemy go jedno-
znacznie rozszerzy¢ do operatora ograniczonego na catej przestrzeni H. Zbior wszystkich ope-
ratoréw ograniczonych o dziedzinie réwnej H oznaczamy jako B(H). Wazna klase w niniejszej
rozprawie stanowig operatory, dla ktérych warunek ograniczonosci nie zachodzi, nazwiemy je
operatorami nieograniczonymi. Poniewaz operatora nieograniczonego nie mozemy rozszerzy¢ na
catg przestrzen, musimy wypracowaé pewne pojecia pozwalajace na wyprowadzenie stosownych
wtasnosci.

Definicja 2.2. Wykresem operatora liniowego A na przestrzeni Hilberta H jest nazywany zbior
G(4) = {(zb,fh/}) S D<A)} CHOH, (21)

gdzie H @ H oznacza sume prosta przestrzeni Hilberta (ona réwniez jest przestrzenia Hilberta).

~

Jezeli domkniecie wykresu G(/l) jest rowniez wykresem pewnego operatora, to operator A

nazywamy domykalnym i istnieje wtedy jedyny operator A taki, ze

G (Z) — G(A). (22)

Operator A nazywamy domknigciem operatora A. Rdzeniem operatora A nazywany jest dowol-
ny podzbior jego dziedziny X C D(A) taki, ze speliony jest warunek

Al X = A, (23)
gdzie A | X oznacza zawezenie operatora A do podzbioru dziedziny oznaczonego przez X.

Wazna klase operatorow stanowia operatory symetryczne i samosprzezone. W przypadku
operatoréw ograniczonych pojecia te sa réwnowazne, jednakze w przypadku operatorow nie-
ograniczonych problem ten wymaga bardziej ostroznej analizy.

Definicja 2.3. Niech A bedzie gesto okreslonym operatorem w przestrzeni Hilberta H oraz
niech funkcje 7,1 € H beda takie, ze spetnione jest

(n.0b = (V. Ap) . ¢ €D(A). (24)

Sprzezenie operatora A jest oznaczane jako A* a jego dziedzina D(fl*) sktada sie ze wszystkich
funkeji ¢ € H, dla ktérych istnieje n € H, taka ze spetnione jest rownanie (24). Jezeli operator
A jest gesto okreslony, to taka funkcja n jest wyznaczona jednoznacznie. Operator A jest
zdefiniowany nastepujaco

Ap=n, ¢eD (A*) . (25)

~

Operatorem symetrycznym nazywany jest operator A C fl*, co jest rownowazne z tym, ze
D(A) C D(A*) oraz

(d005) = (45} g
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A

gdzie funkcje ¥, € D(A). Operatory symetryczne bywaja niekiedy nazywane operatorami
formalnie samosprzezonymi. Operatorem samosprzezZonym jest nazywany taki operator syme-
tryczny, ze speliony jest warunek

A=A (27)
lub rownowaznie przy zatozeniu symetrycznosci operatora A

D(A) = D(A4%). (28)

Operatorem istotnie samosprzezonym jest nazywany operator A taki, ze operator A jest ope-
ratorem samosprzezonym.

Zauwazmy, ze zwezenie operatora samosprzezonego A do jego rdzenia jest operatorem istot-
nie samosprzezonym. Omoéwimy teraz kilka waznych przyktadéw operatoréw samosprzezonych
w przestrzeni Hilberta L?(R"), n € N, ktére okaza sie przydatne w dalszej czedci pracy.

Przyktad 2.1. Rozwazmy przestrzeii Hilberta L?(R™), n € N. Operator A : L*(R") D D(A) —
L?*(R™) niech bedzie operatorem mnozenia przez funkcje mierzalng f : R" — R

(Ap)(u) = fu)p(u), u€R", ¢ € D(A) (29)

z dziedzing

D(A) = {y € L*R") : fy € L*(R")}. (30)

Wtedy dziedzina D(fl) jest zbiorem gestym w L?(R"), a operator A jest operatorem samosprze-
zonym (Propozycja 9.30 w [61]).

Definicja 2.4. Operatorem nieujemnym® nazywamy operator A : 4 D D(A) — H taki, ze

(1, Ap), >0, 4 €D(A). (31)

Wazna klasa operatorow ograniczonych sa operatory klasy $ladowej. Do ich zdefiniowania
potrzebne jest pojecie $ladu operatora.

Definicja 2.5. Niech A € B(H) bedzie samosprzezony i nieujemny oraz niech (1,)22, bedzie
dowolna baza ortonormalng w przestrzeni H. Wtedy odwzorowanie

Tr A= i <¢n, A¢n>H (32)
n=0

nazywamy sladem operatora A, jego wartos¢ nie zalezy od wyboru bazy ortonormalnej w prze-
strzeni H ([61] podrozdzialt 19.2). Operatorem klasy Sladowej jest nazywany operator Ae B(H),
ktory spelia dodatkowo warunek

Tr |A] < oo, (33)

gdzie |[A] = V A*A.

Zauwazmy, ze dla kazdego operatora ograniczonego A, operator A*A jest nieujemny oraz
samosprzezony. Pojecie pierwiastka z operatora na gruncie analizy funkcjonalnej jest omdéwione
np. w podrozdziale VIII.9 w [60]. Z uwagi na zastosowanie do wyznaczania wartosci oczekiwa-
nych dla stanéw mieszanych w podrozdziale 2.5 przydatne okazuje sie nastepujace twierdzenie
(propozycja 19.3 w [61]).

lniekiedy w literaturze przyjmuje sie nazwe dodatnio pélokreélony.
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Twierdzenie 2.1. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Jezeli A e B(?—{)Ajest operatorem

klasy éladowej, to dla dowolnego operatora B € B(H) operatory AB oraz BA sg operatorami
klasy sladowej oraz zachodzi dla nich wtasnos¢

Tr (AB) _ (BA) . (34)

Oprécz wyzej wprowadzonych operatoréw, istotng role w teorii kwantéw odgrywaja tez ope-
ratory unitarne okreslone na przestrzeniach Hilberta. Ich znaczenie wynika stad, ze zachowuja
norme, a takze za ich pomocg sa realizowane przejscia miedzy réznymi bazami w tej przestrzeni.
Za pomocy operatoréw unitarnych jest takze opisana ewolucja czasowa uktadéw izolowanych.

Definicja 2.6. Niech H; oraz Hs beda przestrzeniami Hilberta. Operator ograniczony U :
H1 — Hso nazywamy unitarnym, jezeli spetnione sg warunki

00 = Iy, 00 = b, (35)
co jest rownowazne z tym, ze ) )
Ur=U"". (36)
Dla takiego operatora zachodzi réwniez
(06,0%) =(@t),, ove (37)
2
oraz X
U3y = (191190, - (38)
Niech A : H; D D(A) — My, wtedy operator B : Hy D D(E) — Ho
By =UAU Y, ¢ eD(B) (39)
z dziedzina R X R
D(B) = U(D(A)) (40)

nazywamy operatorem unitarnie réwnowaznym do operatora A. Operator B jest samosprzezony
wtedy i tylko wtedy, gdy samosprzezony jest operator A.

Powyzsza konstrukcja zostanie teraz zastosowana do przypadku, gdzie transformacjg uni-
tarna bedzie transformata Fouriera, ktora zostanie oméwiona w podrozdziale 7.6.

Przyktad 2.2. Rozwazmy przestrzen Hilberta LQ(R”Z, n € N oraz rzeczywisty wielomian
n zmiennych P : R" — R. Operator A : L*(R") 2 D(A) — L*(R"™) niech bedzie operatorem
rozniczkowym

(A) (21, ooy @) = (P(=i0yy, ..., =10y, )) (21, ..., ), ¥ € D(A), (41)
gdzie dziedzina operatora A ma postaé
D(A) = {y € L*(R") : A P(N)(F)(N) € LAR™)}, (42)

przy czym symbol F oznacza transformate Fouriera, a pochodne wystepujace w (41) nalezy
rozumie¢ w sensie dystrybucji. Operator A jest samosprzezony, jako ze poprzez transformate
Fouriera jest unitarnie réwnowazny do operatora mnozenia

(BY)(z) = (F'AFY)(z) = P(x)¢(z), zeR"¢e{pel’(R"): Ppe L*R")}, (43)

ktory jest samosprzezony (patrz przyktad 2.1).
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Istnienie samosprzezonego operatora mnozenia unitarnie réwnowaznego do kazdego opera-
tora samosprzezonego jest gwarantowane wprost przez jedno ze sformutowan twierdzenia spek-
tralnego dla operatoréw samosprzezonych (patrz twierdzenie VIIL.4 w [60]). Dla wspomnianego
operatora rézniczkowego (41) transformacja unitarna przeksztalcajaca go do operatora mno-
zenia jest transformata Fouriera (por. dodatek 7.6). Z uwagi na zastosowanie do mechaniki
kwantowej istotne jest tez nastepujace twierdzenie zwigzane z niezmienniczoscig sladu opera-
tora pod wplywem transformacji unitarnej.

Twierdzenie 2.2. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta. Jezeli AeB (H) jest operatorem klasy
sladowej, to dla dowolnego operatora unitarnego U € B(#H) zachodzi nastepujaca wlasnosé

Tr (UAU*) =Tr (/Al) . (44)

Na zakonczenie tego podrozdziatu zostanie jeszcze wprowadzone pojecie iloczynu tensoro-
wego operatorow liniowych w przestrzeniach Hilberta z uwagi na jego wykorzystanie w dalszej
czesci pracy.

Definicja 2.7. Niech H; oraz H, bedg przestrzeniami Hilberta, a A : H#; 2 D(A) — #H,
oraz B : Hy D D(B) — Hs niech beda gesto okreslonymi operatorami liniowymi dzialajacymi
w tychze przestrzeniach Hilberta. Okazuje sie, ze D(A) ® D(E) jest gestym podzbiorem prze-
strzeni Hilberta H1®?-[2 (patrz podrozdzial 7.1). lloczynem tensorowym operatoréw A oraz B

N

nazywamy operator A ® B : Hi@Hy O D(A) ® D(B) — H1®H, zdefiniowany nastepujaco

(Ao B)(weo) = (Av) @ (Be), weD(A)¢ecD(B) (45)

Jego domkniecie bedzie oznaczane nastepujaco

A® B=A&B. (46)
Jezeli A € B(H,) oraz B € B(Hs) to zachodzi nastepujaca réwnosé dla normy operatora A ® B

Przedstawimy teraz wazne twierdzenie (szczegélny przypadek twierdzenia VIIL.33 z [60])
odnos$nie iloczynu tensorowego operatoréw, ktére bedzie uzywane w dalszej czesci pracy.

~

A

A

A B Bll.

(47)

Twierdzenie 2.3. Niech H, oraz Hy beda przestrzeniami Hilberta, a A:H, DDA = H,
oraz B : Hy 2 D(@ ) — Ha niech beda operatorami istotnie samosprzezonymi. Wtedy operator
A® 1y, + 14, ® B jest istotnie samosprzezony na dziedzinie

D(A® 1y, + 1y, ® B) = D(A) @ D(B), (48)
przy czym 1y, oraz iHZ oznaczajg operatory jednostkowe odpowiednio na przestrzeni Hilberta

Hl oraz Hg.

2.3 Silnie ciggte grupy i pélgrupy operatoréw i ich zwigzek z réw-
naniami ewolucyjnymi, problem Cauchy’ego

Niech H bedzie przestrzenia Hilberta (patrz podrozdzial 7.1). Problem Cauchy’ego w H dla
abstrakcyjnego autonomicznego liniowego réwnania jednorodnego [62]

(49)
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gdzie ug jest warunkiem poczatkowym, A jest operatorem liniowym generujacym Cy-potgrupe
oraz D(A) C ‘H, ma rozwiazanie w postaci

u(t) = eug. (50)

Jezeli ug € D(A), to rozwiazanie (50) jest nazywane rozwiazaniem silnym, natomiast jezeli
up € H to przedstawione rozwigzanie jest nazywane stabym [62].

Problem Cauchy’ego dla abstrakcyjnego autonomicznego liniowego réwnania niejednorodne-
go [62] z warunkiem poczatkowym uy,

WO — Au(t) + f(t), te[0,T]
{ u(0) = wo, Y

odzie A jest operatorem liniowym generujacym Co-polgrupe oraz D(fl) CH, feLY0,T:H),
up € ‘H ma stabe rozwigzanie w postaci

t

u(t) = etAuo + / e(t_s)Af(s)ds, (52)
to

gdzie catka w powyzszym Wyrazenlu to catka Bochnera (patrz rozdzial IX w [63]).

Niech operator AH D D(A) — H generuje Co- polgrup@ (e! )t>0 oraz niech operator
C:H D D(A) — H generuje Co-polgrupe (€“)io, gdzie C = A+ B, przy czym operator
B € B(H). Wowczas rozwiazanie problemu Cauchy’ego dla abstrakcyjnego autonomicznego
liniowego réwnania jednorodnego,

) — Cu(t), t>0 (53)
u(O) = g,
ma postac
~ t A A
u(t) = e"ug +/ e =94 By, (54)
0

Jezeli ug € D(A) to jest to rozwiazanie silne, natomiast jezeli ug € H to jest to rozwigzanie
stabe. Przedstawione w tym podrozdziale pojecia dotyczace potgrup zostaly ograniczone do
przestrzeni Hilberta z uwagi na zagadnienia poruszane w tej pracy. Niemniej jednak mozna
je wprost uogdlni¢ na przypadek przestrzeni Banacha [62]. W dalszej czesci pracy uzyteczne
bedzie nastepujace twierdzenie, ktore jest szczegblnym przypadkiem propozycji 1.7 z [64]

Twierdzenie 2.4. Niech H bedzie przestrzenig Hilberta, a A:HD D(/l) — H niech bedzie

tA

generatorem silnie ciggtej jednoparametrowej potgrupy (e na przestrzeni ‘H. Jezeli pod-
>0

zbior D C AD(A) jest gesty w H oraz etAD C D, gdzie t > 0, to podzbiér D jest rdzeniem
operatora A.

7, powyzszego twierdzenia mozemy wyciggnaé wniosek odnosnie rdzeni operatoréw samo-
sprzezonych, jako ze generuja one silnie ciagte jednoparametrowe grupy unitarne (a wiec za-
rowno sam taki operator samosprzezony fl, jak i operator —A generujg silnie ciggle jednopara-
metrowe potgrupy).

Twierdzenie 2.5. Niech # bedzie przestrzenia Hilberta, a A : H D D(fl) — H niech bedzie
operatorem samosprzezonym, ktory na mocy twierdzenia Stone’a (patrz twierdzenie VIIL.7

w [60]) generuJe jednoparametrowa silnie ciagla grupe (e ZtA)teR na przestrzeni H. Jezeli podzbior
D C D(A) jest gesty w H oraz etAD C D, gdzie t € R, to podzbiér D jest rdzeniem
operatora A, a zatem operator A | D jest istotnie samosprzezony.



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 18

2.4 Sformulowanie mechaniki kwantowej przy uzyciu funkcji falo-
wych

W podrozdziale 2.1 podstawy schrodingerowskiej mechaniki kwantowej zostalty przedstawio-
ne w sposob bardziej formalny, tzn. bez zgtebiania sie w szczegdly matematyczne. Korzystajac
z aparatu wprowadzonego w podrozdziatach 2.2 oraz 2.3, podstawowe pojecia z mechaniki kwan-
towej zostana doprecyzowane w niniejszym podrozdziale. W reprezentacji schrodingerowskie;
operatory potozenia oraz pedu sg zdefiniowane nastepujaco:

a) operator polozenia

(2¢) (z) = wip(), (55)
dla dowolnej funkcji ¢ nalezgcej do dziedziny operatora potozenia:
D(2) = {v € L*(R) : 2¢(z) € L*(R) } . (56)
b) operator pedu
R L0
(50) () = it -(z). 657)

gdzie 1 € D (p), przy czym dziedzina operatora pedu D (p) ma postaé

D) ={v e ®) : fu) € PR, (58)

gdzie pochodna jest rozumiana w sensie dystrybucji. Dziedzina operatora pedu jest toz-
sama 7z przestrzenia Sobolewa H'(R) (patrz podrozdzial 7.5).

Operatory te sa do siebie unitarnie réwnowazne poprzez transformate Fouriera-Plancherela (372)
i (373) oraz spelniaja kanoniczna relacje komutacji

[, p] Y = ilap, o € D([2,p]), (59)

gdzie D([z,p]) © S(R), a S(R) jest przestrzenia Schwartza (patrz podrozdzial 7.4), ktora jest
gestym podzbiorem przestrzeni L?(R). Wprowadzone operatory potozenia i pedu sg przykla-
dami operatorow nieograniczonych. Wprowadzmy nastepujaca definicje wazna dla operatorow
nieograniczonych.

Definicja 2.8. Niech AiB beda gesto okreslonymi operatorami liniowymi w przestrzeni Hil-

A A

berta H. Jezeli D(A) C D(B) oraz dla pewnych a,b > 0 zachodzi

1BY]13 < al[A¢|l + bl[ ], ¢ € D(A), (60)

to operator B jest nazywany A—ograniczonym.

Nastepujacy rezultat, znany jako twierdzenie Kato-Rellicha (patrz twierdzenie IV.5 w [57]),
dostarcza bardzo uzytecznego kryterium na samosprzezonosé.

Twierdzenie 2.6. Niech operator A:HD D(fl) — H bedzie samosprzezony, a operator B
niech bedzie symetryczny i A-ograniczony ze stalg a < 1.Wtedy operator A + B jest samo-
sprzezony na D(A) oraz istotnie samosprzezony na dowolnym rdzeniu operatora A.
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Jak tatwo wywnioskowac¢ z definicji 2.1, jesli operator B jest ograniczony, to jest on trywial-
nie A—ograniczony ze statymi a = 0 oraz b = || B||.
Z punktu widzenia teorii kwantowej jednym z najwazniejszych operatoréw jest hamiltonian,

H=———+V(z), (61)

~

wprowadzony w podrozdziale 2.1. Dziedzina D(H), na ktorej ten operator jest samosprzezony,
nie jest w ogdlnosci tatwa do wyznaczenia i zalezy od postaci energii potencjalnej V. Dla czastki
swobodnej (V' = 0) mamy D([:I ) = H%*(R). Dla istotnie ograniczonych energii potencjalnych
V e L™(R), na podstawie twierdzenia Kato-Relicha, réwniez mamy D(H) = H2(R). Mozemy
rowniez wzia¢ pod uwage szersza klase potencjaléw, dla ktérych jawne scharakteryzowanie
dziedzin, na ktorej hamiltoniany sa samosprzezone, staje si¢ bardzo ktopotliwe, jednak jest
mozliwe proste scharakteryzowanie rdzenia takich operatoréw. Przez L} (R) rozumiemy tutaj
przestrzen funkcji zespolonych na R, ktorych zawezenie do dowolnego zwartego podzbioru R
jest catkowalne z kwadratem.

Twierdzenie 2.7. Niech V € L? (R) oraz V(z) > 0 (z € R), wtedy hamiltonian

loc

(1) (2) = (—d— T v<x>) (@), @R e D) (62)

dx?

z dziedzing D(H) = C5°(R) jest istotnie samosprzezony.

Wynik ten mozna prosto uogdlnié¢ na przypadki potencjatéw V € L2 (R) ograniczonych od

dotu. Niech funkcja V' € L} _(R) bedzie ograniczona od dotu, wtedy istnieje stata C' > 0 taka,

ze funkcja Vi = V + C spehia warunek Vi(z) > 0 (z € R). Na podstawie twierdzenia 2.7

hamiltonian )

(F) () = (—d— ; vm) ba), reRveCER) (63)

dz?
jest istotnie samosprzezony. Stad, na podstawie twierdzenia 2.6, operator

. . Ve
(H0)(o) = (= CWlo) = (= + V@) | wlo), sERUECR®)  (00)
rowniez jest istotnie samosprzezony. Prezentujemy ponizej kilka waznych potencjatow do kto-
rych ma zastosowanie podane twierdzenie:

a) potencjal oscylatora harmonicznego (zwany tez potencjatem parabolicznym)

1
V(z) = §mw2x2, (65)

gdzie w > 0 jest czestodcig oscylatora, m > 0 jest masa; zauwazmy, ze V € L2 (R),

V(z) >0 (z € R); e

b) potencjat gaussowski
_(z—=zp)?

V(z)=Ue *5 |, (66)

gdzie Uy € R jest wysokoscia bariery potencjatu (dla Uy > 0) lub gtebokoscia studni
potencjatu (dla Uy < 0), zp € R jest wspétrzedna polozenia ekstremum funkeji gaussow-
skiej, a op > 0 jest odchyleniem standardowym tejze funkeji; zauwazmy, ze V € L*°(R);
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c¢) potencjat Poschla-Tellera
AN+ 1
V(z) =— 5 ( 5 ), (67)
2mL2 cosh® (%)
gdzie m > 0 jest masa, L > 0 jest zwiazane z szerokoscia studni potencjatu, a parametr
A € N jest zwigzany z glebokoscig studni potencjatu; zauwazmy, ze V € L*(R);

d) potencjal wyktadniczo-potegowy

V() = Use na(572) n, (68)

gdzie Uy € R jest wysokoscia bariery potencjatu (dla Uy > 0) lub gtebokoscia studni
potencjatu (dla Uy < 0), xp jest wspohrzedng polozenia ekstremum potencjatu, x4/
jest potowa jego szerokosci potéwkowej, a n € N jest parametrem odpowiadajacym za
ksztalt potencjatu, ktory interpoluje miedzy potencjatem gaussowskim (n = 1), a bariera
prostokatna n — oo; zauwazmy, ze V € L¥(R);

e) potencjal Konwenta
V(z) =V; (Acosh(az) — 1) (69)

gdzie Vi, A, a > 0; zauwazmy, ze V € L2 (R);

loc

f) potencjal Morse’a
V(z) = D, (e72@7we) — gemblamwe)) (70)

gdzie D, > 0 jest glebokoscig studni potencjatu, b > 0 jest zwiazane z jej szerokoscia,

a z. € R jest wspoirzedna polozenia minimum potencjatu; zauwazmy, ze V € L2 (R).

Wyzej wprowadzone potencjaly maja szerokie zastosowanie w réznych dziatach fizyki wspot-
czesnej wykorzystujacej aparat mechaniki kwantowej do modelowania potencjaléw uwigzienia
badZ barier potencjatu. Przyktadowo potencjal a) jest stosowany w fizyce atomowej [65] i mo-
lekularnej [66], w fizyce jadrowej [67, 68], w fizyce ciala stalego [69] oraz fizyce plazmy [70].
Potencjal b) jest stosowany w fizyce atomowej [71] i molekularnej [72], fizyce jadrowej [73],
w fizyce ciata statego [74, 75, 76, 77]. Z kolei potencjal ¢) jest stosowany w fizyce atomowej [78]
i molekularnej [79], w fizyce ciala statego [80], natomiast potencjat d) jest stosowany w fizyce
ciala statego [81] oraz fizyce atomowej [82]. Potencjal e) jest stosowany w fizyce ciala state-
go [83]. W konicu potencjat f) jest stosowany w fizyce molekularnej [79], w fizyce jadrowej [84],
w fizyce ciata stalego [80] oraz fizyce plazmy [85].

Wazng kwestia, poruszong juz w podrozdziale 2.1, jest obliczenie wartosci oczekiwanej
zmiennej dynamicznej, ktorej odpowiada w ogdlnosci nieograniczony operator samosprzezo-
ny O. W stanie czystym opisanym funkcja falowa 1 wartosé¢ oczekiwang takiej zmiennej dyna-
micznej wyraza sie nastepujaco

<O>w - <¢,Ow>L2(R), ¥ € D(O). (71)

~

Jezeli S(R) C D(O) (gdzie S(R) jest przestrzenia Schwartza), to formute na warto$¢ oczekiwana
mozna przepisa¢ przy pomocy nawiasu dystrybucyjnego

<O>¢ - <Ow’ ¢*>S’(R),S(R)) ’ (72)

jako ze O | S(R) jest ciaglym (w topologii ultrastabej) operatorem S(R) — S'(R), patrz
dodatek (rozdziat 7.4).
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2.5 Sformutowanie mechaniki kwantowej przy uzyciu operatora ge-
stosci

Nalezy zauwazy¢, ze opis uktadéw kwantowych przy uzyciu funkcji falowej nie moze by¢ stoso-
wany we wszystkich przypadkach, jako ze nie zawsze dysponujemy petlng informacja o uktadzie
kwantowym. W niektorych przypadkach bywa konieczny opis przy uzyciu rozktadu statystycz-
nego [5, 86, 6], kiedy nie mamy pelnej informacji o stanie uktadu kwantowego zawartej w funkeji
falowej, a wiemy jedynie, ze uktad moze sie znajdowa¢ w stanie opisanym funkcjg falows 1/,
z prawdopodobienstwem p;, gdzie | = 0,1,...., N, a N € N U {oo}, ponadto wymagamy by
Eﬁ;o pn = 1. W tym podejéciu operator gestosci jest uzywany do scharakteryzowania stanu
kwantowego. Operator gestosci,

ﬁ¢ = an <¢nv ¢>L2(R) wnv ¢ € LQ(R)’ (73)
n=0

nalezy do klasy operatorow ograniczonych, ktére sg ponadto samosprzezone, nieujemne oraz
klasy sladowej ze $ladem réwnym jeden. Szereg (73) jest zbiezny w normie operatorowej, ko-
rzystajac z subaddytywnosci normy otrzymujemy

16 <D pall (s ) g2y ¥nll = D o = 1. (74)
n=0 n=0

Wartos¢ oczekiwana obserwabli, ktérej odpowiada samosprze¢zony operator OeB (H), w stanie
kwantowym opisanym operatorem gestosci p, jest zdefiniowana nastepujaco [87] (patrz réwniez
twierdzenie 2.1)

<0A>/3 _ (Oﬁ) _ (ﬁ@) . (75)

Jezeli operator O jest nieograniczony, to w ogodlnosci operatory Oﬁ oraz ﬁé nie sa juz klasy
sladowej. Problem $cistego matematycznie zdefiniowania wartosci oczekiwanych w takich przy-
padkach zostal poruszony w pracy [88]. Rozwazmy teraz szczegblny przypadek, gdy operator
gestosci jest operatorem skonczonego rzedu

N
:5¢ = an <¢na ¢>L2(R) wn? N e N7 ¢ € L2<R)> (76)
n=0

gdzie pg, p1,...,pn > 0, Z;V:O = 1 oraz (¢,)N_, jest zbiorem ortogonalnym. Z przypadkiem ta-
kim bedziemy mieli do czynienia w dalszej czesci pracy (patrz podrozdzial 5.3). Wtedy wartosé
oczekiwana w ogo6lnosci nieograniczonego operatora O w stanie mieszanym opisanym operato-
rem gestodci (76) mozemy wyrazié¢ analogicznie do (71), jesli tylko g, ¢y, ..., by € D(O)

N
<O>ﬁ::Z;I%<¢%vO¢%>L%R, (77

Niestety w ogdlnym przypadku przy N — oo zbieznosé szeregu nie jest gwarantowana. Narzudc-
my teraz jeszcze mocniejsze warunki na operator gestosci, niz w (76),

N
PO =D Pu(tn @) o ¥, N €N, ¢ € L*(R), (78)
n=0

gdzie pg,p1,...,pn > 0, Z;V:o = 1 oraz (1,))_, jest zbiorem ortogonalnym i ¢, € S(R),
n € NU{0}. Wtedy formule na warto$¢ oczekiwana (77) mozemy przepisaé przy pomocy
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~

nawiasu dystrybucyjnego, jako ze operator O | S(R) jest ciagtym (w topologii ultrastabej)
operatorem S(R) — S'(R),

R),S(R)

(0),= Lo me {0t} e i € SR )

Jadro catkowe operatora gestosci (73) jest wyrazone poprzez formute

') = szwz(x)wi‘(:v’), (80)

gdzie ()2, stanowi baze¢ ortonormalng w przestrzeni L*(R), a (p;);-, jest ciagiem liczb nie-
ujemnych spetniajacych warunek ), p; = 1. Zgodnie z probabilistyczng interpretacja mechani-
ki kwantowej, p; jest prawdopodobienstwem znajdowania sie naszego uktadu w stanie czystym
scharakteryzowanym funkcja falowa ().

Definicja p(x,z’) dana w réwnaniu (80) moze byé¢ uzasadniona na podstawie twierdzenia
spektralnego dla zwartych operatoréw samosprzezonych [58], zgodnie z ktérym kazdy taki ope-
rator () moze by¢ przedstawiony nastepujaco

sz Ui, §) Yu( Zpﬂﬁl /¢z (81)

gdzie ¢ € L*(R) oraz (1), jest pewna bazg ortonormalna. Dodatkowo, jezeli zatozymy jeszcze
p>0,1=0,1,...oraz Y, p; = 1, to {2 jest operatorem gestosci. Wtedy réwnanie (81) moze
by¢ przeksztatcone do nastepujacej postaci

(Q9)(x) :/ (Zpl¢l($)¢7($/)> o(x")dx', (82)
R \i=0

stad jest czytelne, ze jadro catkowe operatora gestosci p jest dane przez (80). W terminologii
kwantowej jadro catkowe operatora gestosci jest nazywane macierza gestosci.

7, przedstawionego powyzej opisu wynika, ze charakterystyka stanu izolowanego uktadu
kwantowego o hamiltonianie (62) jest wyrazona w sposéb réwnowazny do ujecia falowego (por.
podrozdz. 2.4) za pomoca macierzy gestosci. Nalezy jednak zauwazy¢, ze dotychczasowy opis
nie uwzglednia aspektu dynamicznego rozpatrywanego uktadu. Niemniej jednak, z konstruk-
cji macierzy gestosci wynika, ze jej zaleznos¢ czasowa powinna wynikaé¢ z zaleznosci czasowej
funkcji falowej bedacej rozwiazaniem zaleznego od czasu rownania Schrodingera. Zauwazmy
bowiem, ze unitarna ewolucja funkeji falowej jest generowana przez hamiltonian (62) zgodnie
z twierdzeniem Stone’a (patrz twierdzenie VIIL.7 w [60])

_ith
Ui(t) = e 1 (50), (83)
natomiast ewolucja czasowa sprzezenia zespolonego funkcji falowej jest wyrazona wzorem
Ur (1) = en Ty (50), (84)

gdzie zmienna ¢ jest czasem (¢t > 0), natomiast funkcja falowa (-;0) € D(H), skad wprost
wynika, Ze jej sprzezenie zespolone *(-;0) € D(H). Zatem macierz gestosci charakteryzujaca
stan kwantowy w chwili ¢ € R ma postac

p(x,z';t) Zpﬂﬂl z; )] (a5 1) ZPZ Yi(t) @] (-t Zpl =1, p =0, (85)



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 23

gdzie p(-,-,t) € L*(R?). Zauwazmy, ze Slad macierzy gestosci jest zachowany w czasie ewolucji
CZasowej,

ST (p(1)) = 0 (36)

Wynika to wprost z unitarnej ewolucji funkcji falowych ¢;(z;¢) i réwnania (85). Jedna z zalet
wprowadzonego podejscia opartego na formalizmie operatora gestosci jest mozliwe rozréznienie
miedzy stanami czystymi oraz mieszanymi rozwazanego uktadu kwantowego. To rozroznienie
miedzy takimi stanami bierze sie z nastepujacej obserwacji. Dla kazdego stanu uktadu kwan-
towego mozemy wyznaczy¢ jego czystosé Tr (p%(t)). Dla dowolnego operatora gestosci wielkosé
ta spelnia nastepujaca nieréwnosé [87].

Tr (p°(t)) < 1. (87)

Stan ukladu kwantowego jest czysty wtedy i tylko wtedy, gdy p*(t) = p(t), w przeciwnym
przypadku stan ten jest mieszany.

Istotne jest, iz czysto$é¢ standow kwantowych jest niezmiennicza podczas unitarnej ewolucji
czasowe]. By pokaza¢ ta wlasnos¢, znajdziemy postac jadra catkowego K (z,2';t) kwadratu
operatora gestosci,

POON) = [ Koo lawnast)0()i' (59)
R
gdzie ¢ € L*(R). W tym celu skorzystamy z jadra catkowego operatora gestosci (85), konkretnie
Kpw(z,a';t) = / p(z, 2" t)p(2", 2 t)dz"
R

= [ 3 s 05 sty s )
l n

= ZZ% / G 7 (25 ) (2”5 )0 (s ) da”
= Zzpmnwl ;)0 (25 1) Zpﬂm z; ) r (2 ). (89)

Nastepnie, skorzystanie z twierdzenia 3.1 z [89] pozwala nam wykazaé, ze czysto$¢ stanu kwan-

towego
/sz ;)] Zpl/wl sl =3 <1 (90)

nie zalezy od chwili czasowej t, zatem wielko$¢ ta jest zachowana w czasie ewolucji czasowej.
Stad stany mieszane ewoluuja w stany mieszane, a stany czyste ewoluuja w stany czyste.

Zalezno$é czasowa macierzy gestosci moze byé uzyta do skontruowania dla niej rownania
ewolucji czasowej. Podstawienie jawnej postaci ewolucji unitarnej funkcji falowej oraz jej sprze-
zenia zespolonego (84) do réwnania (85) prowadzi do nastepujacego wyrazenia

plz.a'it) = p ((e—%%) (50)® (6%%7) (; 0)) (z,2')

= <€7%ﬂ®€%g) Zpl(wl(‘S 0) ® ¥/ (- 0))(z,z"). (91)



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 24

Zauwazmy, ze iloczyn tensorowy operatoréw ewolucji czasowej moze by¢ przedstawiony jako
(przy czym przez 1 oznaczamy operator jednostkowy na przestrzeni Hilberta L?(R))

(( ®62H> f) (z,2) = (e t(Ae1- 1®H)f> (2, 2), (92)

dla f € L*R?), przypomnijmy, ze identyfikujemy przestrzen L}(R)®L3(R) z przestrzenia
L2(R?). Ponadto, operator H ® 1 —1 ® H jest istotnie samosprzezony w przestrzeni L2(R?) na

dziedzinie D (H R1-1® H) =D <H> ®D (H) Zatem operator H®l-19H jest operato-

rem samosprzezonym, ktory zgodnie z twierdzeniem Stone’a (patrz twierdzenie VIIL.7 w [60])
generuje jednoparametrows silnie ciggly grupe unitarng

Upai(t) = e nHEI-IOH) 4 c R (93)

Elementy tej grupy sa operatorami ewolucji czasowej. Zatem zalezno$¢ od czasu macierzy ge-
stosci jest wyrazona wzorem

plaa'st) = (e FEETEN o 0)) (2,) (94)

i stanowi ona rozwigzanie nastepujacego réwnania roézniczkowego

A~ A~

ih%p(z,x’;t) = ((H@i — 1®H>p> (z,2';1), (95)

z warunkiem poczatkowym p(-,;0) € D <If[ &1 — 10H > W ogdlnosei nie jest tatwo scharakte-

ryzowaé dziedzine, na ktorej operator H®1-10H jest samosprzezony, jednak dla potencjatow
istotnie ograniczonych V' € L*(R) podzbiorem tej dziedziny jest przestrzen Sobolewa H?(R?).
Jezeli potencjat jest lokalnie catkowalny z kwadratem V' e L} .(R), to rdzeniem operatora
H&l —10H jest zbior C5°(IR?). Jawna postaé¢ tego réwnania z hamiltonianem zdefiniowanym
w (61) jest nastepujaca

gtp(a: a't) = <% < 83; 382 ) + V() — V(x/)) pla, 2’ 1), (96)

gdzie pochodne sg rozumiane w sensie dystrybucji. Jest to reprezentacja Schrodingera rownania
von Neumanna dla macierzy gestosci. Ewolucja czasowa operatora gestosci (73) jest nastepu-
jaca [61] A A

pt) = e 71 p(0)er . (97)
Roézniczkujac to wyrazenie wzgledem zmiennej czasowej, otrzymujemy (formalne) réwnanie von
Neumanna dla operatora gestosci

ihoup(t) = |, p(1)] (98)

W wiekszosci prac problem Scistego sformutowania réwnania ewolucji dla operatora gestosci
jest pomijany. Rzadkim wyjatkiem jest ksiazka [90] (patrz rozdzial XVII, cze$¢ B paragraf 5),
w ktorej zagadnienie to zostato precyzyjnie omoéwione od strony matematyczne;j.
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3 Elementy teorii kwantowej w ujeciu przestrzenno-
fazowym

3.1 Problem kwantyzacji oraz operatory i symbole Weyla

W poprzednim rozdziale zajmowalismy sie sformutowaniem teorii kwantowej przy uzyciu funkcji
falowej oraz operatoréow samosprzezonych, a takze wprowadziliSmy zasadnicze idee sformuto-
wania tej teorii przy pomocy operatora gestosci. Takie podejscie umozliwito nam uwzglednienie
w opisie rowniez stanéw mieszanych uktadu kwantowego. Oczywiscie, nie wyczerpuje to wszyst-
kich mozliwosci opisu uktadéw kwantowych, ale niewatpliwie pozwala to zauwazy¢, ze teoria
kwantowa moze by¢ formutowana na rézne sposoby. Jedno z takich sformutowan ma swoja gene-
ze w uogolnieniu liouvillowskiego sformutowania mechaniki klasycznej. W ujeciu przestrzenno-
fazowym teorii kwantowej zmienne dynamiczne sa wyrazone za pomoca funkcji (lub ogdlniej
dystrybucji) na przestrzeni fazowej. Funkcje te tworza algebre nieprzemienna [91, 92], ktéra od-
zwierciedla fakt, ze operatory samosprzezone odpowiadajace réoznym zmiennym dynamicznym
rowniez w ogélnosci nie komutuja. Problem sformutowania mechaniki kwantowej na przestrzeni
fazowej jest blisko zwiazany z problemem kwantyzacji, to jest przyporzadkowania funkcjom (lub
ogblniej dystrybucjom) zwigzanym z klasycznymi wielkogciami dynamicznymi na przestrzeni fa-
zowej operatoréw dziatajacych w przestrzeni Hilberta. Wlasciwym narzedziem do matematycz-
nego opisu problemu kwantyzacji okazata sie teoria operatoréw pseudordzniczkowych, w ramach
ktérej operatorom przyporzadkowuje sie funkcje (lub ogélniej dystrybucje) zwane symbolami
tych operatoréw. Wiele wtasnosci takich operatorow mozna wyznaczy¢ w oparciu o badanie ich
symboli. Zagadnienie kwantyzacji nie jest jednoznaczne, gdyz funkcje okreslone na przestrzeni
fazowej sa przemienne w odréznieniu od operatoréow w przestrzeni Hilberta. Przed przejsciem do
szczegblow poczynmy jeszcze wazne rozroznienie, mianowicie w rozdziale 2 méwiliémy o przypo-
rzadkowaniu zmiennym dynamicznym operatoréw samosprzezonych z uwagi na ich wtasnosci:
rzeczywiste widmo odpowiadajace mozliwym warto$ciom pomiaru oraz generowanie przez nie
silnie cigglych jednoparametrowych grup unitarnych na przestrzeni Hilberta L?*(R). Podejscie
takie stwarza jednak sporo probleméw przy prébie ogdlnego uchwycenia problemu kwantyza-
cji z uwagi na niemozliwos¢ wyznaczenia dziedzin wszystkich interesujacych nas operatorow
w sposOb ogdlny. Naturalnym wyjsciem w tym przypadku jest rozpatrywanie zawezen tych
operatoréw do pewnego wspolnego gestego podzbioru ich dziedzin. Przyktadowo w ksiazce [61],
gdzie w rozdziale 22 jest rozpatrywany problem kwantyzacji, przyjeto zawezenie operatorow do
przestrzeni funkeji gladkich o zwartym nosniku C§°(R). W niniejszej pracy bardziej naturalne
bedzie przyjecie zawezenia operatoréw do przestrzeni Schwartza S(R) z uwagi na jej niezmienni-
czos¢ wzgledem transformat Fouriera, co znaczgco utatwi wiele zagadnien. W ogoélnosci nie jest
to prawda, jednak dla interesujacych nas operatoréw pokazemy, ze ich zawezenie do przestrzeni
Schwartza daje operatory istotnie samosprzezone, a zatem majace doktadnie jedno rozszerzenie
samosprzezone, ktore mozemy uzyska¢ poprzez domkniecie wyjsciowego operatora. Przyktado-
wo klasycznie xp = px, gdzie x to zmienna potozeniowa, a p to sprzezona do niej kanonicznie
zmienna pedowa, natomiast w przypadku kwantowym mamy zp # pz, gdzie operatory & oraz p
sa odpowiednio operatorami poltozenia oraz pedu zdefiniowanymi w (55) oraz (57). Prowadzi to
do problemu uporzadkowania operatoréw, gdzie rozne uporzadkowania operatoréw odpowiada-
ja réznym rodzajom operatoréow pseudorozniczkowych. Zgodnie z twierdzeniem Groenewolda
(patrz podrozdziat 13.4 w [61]), nie istnieje procedura kwantyzacji, ktéra w ogdlnym przypadku
zastepowataby nawias Poissona dwéch funkcji na przestrzeni fazowej komutatorem przyporzad-
kowanym im poprzez wspomniang procedure kwantyzacji operatorow. Najpopularniejsze oraz



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 26

historycznie jedno z pierwszych, jest uporzadkowanie Weyla [93]

wantyzacja 1 > S A~ NN
e > (Z)pSZprl, r,s €N, z,p €R, (99)
Weyla s
=0

gdzie operator po prawej stronie ma sens dla wszystkich funkcji z przestrzeni Schwartza S(R),
co jest prostym wnioskiem z definicji pélmorm w tejze przestrzeni (361). Uporzadkowaniu ta-
kiemu odpowiada klasa operatorow pseudordzniczkowych zwanych operatorami Weyla. Teoria
operatoréw pseudordzniczkowych, w tym operatorow Weyla, zostata omowiona z punktu wi-
dzenia mechaniki kwantowej chociazby w pracach [94, 95, 96, 97, 98]. Dla szerszego kontekstu
odnosnie operatoréow pseudordzniczkowych warto tez siggna¢ do [99, 100, 101]. Operator Weyla
odpowiadajacy symbolowi a € S&'(R?) bedziemy oznaczaé¢ jako Opy(a). Zanim przejdziemy
do najogolniejszej definicji, przedstawimy na poczatek prostsza, ktoéra jest poprawna tylko dla
mniejszego zbioru symboli

(Opw (@) (2) = - /e?’f“-wa(§<x+y>,p)w<y>dydp, a € SR, ¥ € S(R).  (100)

- 27Th R2
Do rozszerzenia powyzszej definicji operatora Weyla na symbole bedace dystrybucjami tempe-
rowanymi potrzebne nam bedzie nastepujace pojecie (propozycja 5 z [97]).

Definicja 3.1. Operatorem Grossmana-Royera nazywamy operator liniowy zdefiniowany na-
stepujaco

(R(xo, po)w) (2) = eRPE=0)y(220 — 2),  z,20,p, € R, ¥ € S'(R). (101)

Jest on inwolucja na przestrzeniach S(R), L*(R) oraz S'(R). Na przestrzeni L*(R) jest on takze
operatorem unitarnym.

Korzystajac z operatora Grossmana-Royera, mozemy rownowaznie wyrazi¢ definicje opera-
tora Weyla (100), jako

N

1

Orw(@)0) (2) = — [ aann) (Rl m)v) @), o€ SE)weS®.  (102)
R

Zapisanie réwnania (102) przy pomocy nawiasu dystrybucyjnego umozliwia nam uogdélnienie

definicji operatora Weyla na przypadek, gdy jego symbol jest dystrybucja temperowang

1

" 7h

Opw (@) (@) = = (a(- ), R(, @), a€ SR, v € S(R). (103)
Jako ze wszystkie wielomiany moga by¢ utozsamione z dystrybucjami temperowanymi (patrz
podrozdziat 7.4), z definicji operatora Weyla (103) mozna pokazaé, ze (99) zachodzi. Zostato to
zasygnalizowane w podrodziale 6.4.1, oraz przeliczone dla ogélniejszego przypadku (operator
Weyla otrzymujemy dla 7 = 1/2) w podrozdziale 9.1.2 z [96].

Zajmiemy sie teraz wyrazeniem symbolu operatora Weyla poprzez jadro tego operatora.
Waznym narzedziem do dalszej analizy jest twierdzenie Schwartza o jadrze (twierdzenie 14.3.4

z [99]).
Twierdzenie 3.1. Jezeli A : S(R) — S'(R) jest ciaglym operatorem liniowym, to istnieje
wtedy dystrybucja temperowana K € S'(R?) (zwana dystrybucyjnym jadrem operatora A),
taka ze X

(Av,¢)

SR).SE®) (K0 ®@ P gmysmy s ¢ 0 € SR, (104)
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Z uwagi na to, ze dla dalszych rachunkéw w tej pracy wygodniej nam bylo zdefiniowaé
transformaty Fouriera bez skalowania o stata Plancka i (patrz podrozdziat 7.6), wprowadzimy
teraz dodatkowo operator skalowania.

Definicja 3.2. Operatorem skalowania nazywamy operator D(cl), taki ze

D(en)ib(z) = %w(qaz), ¢ >0, (105)

natomiast operator do niego odwrotny ma nastepujacag postac

D) = vaw (1) =D (L) v, a0 (106)

C1

Jest on automorfizmem na przestrzeniach S(R), L*(R) oraz S'(R). Na przestrzeni L*(R) jest
on dodatkowo operatorem unitarnym.

Przydatny bedzie réwniez nastepujacy operator skalowania tylko drugiej zmiennej dla funkcji
(badz dystrybucji) dwoch zmiennych
1

NG

Analogicznie do (105), operator Dy(c;) jest automorfizmem na przestrzeniach S(R?), L(R?)
oraz S(R?). Na przestrzeni L?(R?) jest on dodatkowo operatorem unitarnym. Rozwazmy teraz
operator skrecenia, ktory jest zadany w nastepujacy sposob

(DaAens) .y) = (16D(e))) (2.y) = <=6z, c1p), @ >0, (107)

S — vy, Y
CHIEEFICES X (108)
oraz operator do niego odwrotny
A x +
St =1 (e =), (109)

ktére oba sa automorfizmami na przestrzeniach S(R*), L*(R*) oraz S'(R?). Symbol Weyla
ciagtego operatora liniowego A : S(R) — S'(R) mozna powigza¢ z jadrem dystrybucyjnym
K ; € §'(R?) operatora A (patrz twierdzenie 3.1) nastepujaco (patrz podrozdzial 4.1.2 w [97])

a = Dy(h)FoSK (110)
przy czym A= Opw (a). Dla wygody dalszych rozwazan wprowadzmy operator

Jest on automorfizmem na przestrzeniach S(R) oraz §'(R?), a takze unitarnym automorfizmem
na przestrzeni L?*(R). Wynika to wprost z faktu, ze wszystkie operatory ﬁg(h), F, oraz S réw-
niez spetniaja takie whasnosci. Jezeli symbol Weyla a jest rzeczywisty, to operator Weyla Op,,(a)
jest symetryczny (patrz podrozdzial 4.2 w [97]). Mamy nastepujace twierdzenie (propozycja 162
z [97)).

Twierdzenie 3.2. Niech operatory A = Opy (a) oraz B = Opy (b) beda operatorami Hilberta-

Schmidta (patrz rozdziat 11 w [98]) na przestrzeni Hilberta L*(R). Wtedy zachodzi nastepujaca
wlasnos¢

Tr (AB) =Tr <B/Al> =— [ a(z,p)b(z, p)dzdp. (112)

2mh R2



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 28

Twierdzenie 3.3. Niech A = Opw (a) bedzie operatorem klasy sladowej dziatajacym na prze-
strzeni Hilberta L*(R), a takze niech a € L'(R?). Wtedy zachodzi nastepujaca wlasnosé

- 1
Tr <A> =5 g a(x,p)dzdp. (113)

Ponizsza definicja bedzie przydatna przy problemie Scistego zdefiniowania wartosci oczeki-
wanych w formalizmie funkcji Wignera (definicja 5.1.2 z [98])

Twierdzenie 3.4. Niech ¢y € S(R) oraz a € S'(R?). Wtedy operator Weyla Opy(a) jest
jedynym operatorem S(R) — S'(R) takim, ze

(Opw (@), ") sy 50y = (0 W (" @) ) (114)

S'(R?),S(R?)

W szczegblnym przypadku, gdy Opw (a) : S(R) — L%*(R), lewa strone réwnania (114) mozna
zapisaC nastepujaco (patrz réwnanie (366))

(Opw (@)V, ") 51wy sm) = (¥, Opw (@) ¥) 12w (115)

Komentarz 3.1. Taka konstrukcja obserwabli ma sens tylko dla takich zmiennych dynamicz-
nych, ze przestrzen Schwartza jest podzbiorem dziedzin odpowiadajacych im operatoréow sa-
mosprzezonych. Warunek ten nie jest spelniony w przypadku niektérych operatoréw istotnych
w mechanice kwantowej. W szczegdlnosci problem ten napotykamy w przypadku hamiltonia-
néw, w ktorych energia potencjalna rosnie wyktadniczo w nieskonczonosci. Sposrod hamiltonia-
néw wymienionych w podrozdziale 2.4 problem ten zachodzi dla hamiltonianow z potencjatem
Morse’a oraz Konwenta.

3.2 Funkcja Wignera

W poprzednim rozdziale zajmowali$my sie sformutowaniem teorii kwantowej przy uzyciu funkcji
falowej oraz wprowadziliémy zasadnicze idee sformutowania tej teorii przy pomocy operatora ge-
stodci. Takie podejscie umozliwito nam uwzglednienie w opisie stanéw mieszanych. Oczywiscie,
nie wyczerpuje to wszystkich mozliwosci opisu uktadéw kwantowych, ale niewatpliwie pozwala
to zauwazy¢, ze teoria kwantowa moze by¢ formutowana na rézne sposoby. Jedno z takich sfor-
mulowan ma swoja geneze w uog6lnieniu liouvillowskiego sformutowania mechaniki klasycznej,
gdzie centralng role odgrywa pojecie funkcji rozktadu gestosci prawdopodobienstwa okreslonej
na przestrzeni fazowej. W takim podejsciu nalezy jednak wbudowaé¢ w strukture przestrzeni
fazowej zasade nieokreslonosci a nastepnie zmierzy¢ sie z jej konsekwencjami. W rezultacie
prowadzi to do do$é¢ zaskakujacego wyniku, bowiem mechanika kwantowa moze by¢ postrze-
gana jako mechanika statystyczna z nieprzemienng algebrg obserwabli. Warto w tym miejscu
nadmieni¢, ze jednym ze skutkow takiego postepowania jest utrata interpretacji pojedynczego
punktu fazowego jako stanu uktadu na rzecz odpowiednio zdefiniowanych funkcji rozktadu, gdyz
zasada nieokreslonosci uniemozliwia nam jednoczesne wyznaczenie potozenia oraz pedu. Cecha
charakterystyczng tych funkcji jest to, ze nie posiadajg one wszystkich wtasnosci przynalez-
nych do klasycznej funkeji rozktadu gestosci prawdopodobienstwa w sensie teorii Kotmogorowa
i stad tez sa one nazywane funkcjami rozktadu gestosci quasi-prawdopodobienstwa [26, 102].
Funkcje te sa $cisle zwiazane z problemem kwantyzacji i uporzadkowania operatoréw, o czym
wspomnimy nieco wiecej w nastepnym podrozdziale. Najpopularniejsze i historycznie jedno
z pierwszych przestrzenno-fazowych sformutowan mechaniki kwantowej jest zwiazane z poje-
ciem funkcji Wignera jako funkcji opisujacej stan ukladu kwantowego w przestrzeni fazowej.
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To na takim sformutowaniu bedziemy w wigkszosci bazowali w dalszej czesci rozprawy. Funkcja
Wignera jest zdefiniowana nastepujaco [25]

o(z,p) = % /Rw (a: + %) p* (:c — g) e’%ydy, v e S(R), (116)

gdzie 1 jest funkcjg falows opisujaca stan ukitadu kwantowego. Powyzsza definicja nie jest
w pelni zadowalajaca, gdyz w ogdélnosci funkcja falowa uktadu kwantowego nalezy do prze-
strzeni L*(R). Mozemy jednak poradzi¢ sobie z tym problemem uogdélniajac definicje funkcji
Wignera (116) w nastepujacy sposéb [103]

ip

1 1 Yy * _g _Ty 2
g@m%JgggﬁiM@¢@wd)¢(x Sy, verm®,

gdzie 1.i. m. oznacza granice w normie L?(R?). Z kolei w przypadku stanéw mieszanych uogél-
nienie powyzszej definicji mozna zapisa¢ nastepujaco

1

. Y Y\ iy 2
) =Lim —— ( Y ——) “dy, pe SR, 118
olz,p) =Lim o— Lt \Tr g )ty (R) (118)

gdzie p jest jadrem catkowym operatora gestosci p.

Funkcja Wignera g jest symbolem Weyla operatora gestosci p, w zwiazku z czym mozna ja

przedstawi¢ nastepujaco
1 ~
Lt :_(W> Lat). 119
o i1) = = (Wo) (.51) (119

(propozycja 117 z [98]) oraz wzoér (111). Jako ze kazdy operator klasy sladowej jest operatorem
Hilberta-Schmidta to przy pomocy tozsamosci (112) mozemy wyrazié czysto$¢ stanu kwanto-
wego (87) opisanego operatorem gestosci p poprzez odpowiadajaca mu funkcje Wignera o

. 1
Tr(p") = 5— /R o*(x, p)dadp. (120)

Definicja 3.3. Przez algebre Feichtingera Sp(R) [104] rozumiemy zbiér wszystkich funkeji
Y € L*(R), takich ze speliony jest warunek

W @) e LHR?). (121)

Jako ze W jest automorfizmem na L*(R?), dla funkcji falowej 1 € So(R) odpowiadajaca jej
funkcja Wignera W (¢* @) € L'(R2) N L%(R?). Algebra Feichtingera zostala szezegdtowo omoé-
wiona w ksiazce [99], a takze w artykule przegladowym [104]. Funkcja Wignera ma nastepujace
wlasnosci

1. Jezeli funkcja falowa ¢ € L*(R), to odpowiadajaca jej funkcja Wignera przyjmuje wartosci
rzeczywiste.

2. Jezeli funkcja falowa 1 € Sy(R), to

| et oy = 6,000 (122)

Jest to prosta konsekwencja wtasnosci 3.3.
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3. Jezeli funkcja falowa v € L'(R) N L*(R), to odpowiadajaca jej funkcja Wignera o ma do-
brze okreslone rozktady brzegowe (patrz propozycja 21 z [97]), tzn. Ze istnieja nastepujace
catki

AM%MM—W@W, (123)

oraz
2

[ el = [(D0F0 ) (124)

i s rowne odpowiednio funkcji rozktadu gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni po-
tozeniowej oraz w przestrzeni pedowe;j.

4. Jezeli funkcja falowa ¢ € L*(R), to odpowiadajaca jej funkcja Wignera jest ograniczona
oraz ciggla (patrz propozycja 19 z [97]), to znaczy o € L>®(R?) N C°(R?).

5. W ogélnym przypadku, funkcja Wignera nie jest nieujemnie okre$lona, bowiem moze
przyjmowaé wartosci ujemne w niektorych obszarach przestrzeni fazowej. W szczegdlno-
sci mozna wykazaé, ze dla standéw czystych funkcja Wignera jest nieujemna jedynie dla
stanéw gaussowskich. Spostrzezenie to jest trescia twierdzenia Hudsona [105] oraz jego
uogdlnienia na przypadek wielowymiarowych uktadéw kwantowych [106]. W przypadku
stanéw mieszanych sytuacja si¢ komplikuje i nie da sie juz tak tatwo scharakteryzowac kla-
sy wszystkich stanéw, dla ktorych funkcja Wignera jest nieujemna. W szczegdlnosci moze
to zachodzi¢ réwniez dla stanéw nie bedacych stanami gaussowskimi. Pewne czgsciowe wy-
niki w ramach tego problemu zostaty przedstawione chociazby w pracach [107, 108, 109].

7 przedstawionych wyzej wtasnosci 1, 2 oraz 3 wynika, ze funkcja Wignera jest rzeczywista,
unormowana do jednosci oraz ma dobrze okreslone rozktady brzegowe i tym samym mogla-
by by¢ uwazana za funkcje rozktadu gestosci prawdopodobienstwa. Niemniej jednak wlasnos$¢ 5
sprawia, ze taka interpretacja nie da sie utrzymac ze wzgledu na przyjmowanie przez funkcje Wi-
gnera ujemnych wartosci. Fakt ten czesto jest interpretowany jako przyktad naruszenia zasady
nieokreslonosci Heisenberga (patrz str. 127 w [2]). Stad tez w literaturze przyjeto sie traktowaé
funkcje Wignera jako funkcje rozktadu quasi-prawdopodobienstwa [26]. Powyzej przedstawio-
no kilka wybranych wtasnosci funkcji Wignera, natomiast inne jej wlasnosci wraz z dowodami
mozna znalezé chociazby w pracy [110] lub pracy przegladowej [102].

Wrécimy teraz do problemu wyznaczania wartosci oczekiwanych zmiennych dynamicznych.
Korzystajac z (79) oraz (114), otrzymujemy nastepujacy wzor na wartos¢ oczekiwana zmienne;
dynamicznej, ktérej odpowiada operator samosprzezony A, ktérego rdzeniem jest S(R), w stanie
mieszanym zadanym operatorem gestosci (78)

N
<A>ﬁ - \/% ;p” <a’ Wiy e ¢)>$’(R2),S(R2) ' (125)

3.3 Roéwnanie Moyala

W podrozdziale 2.5 wyznaczyliSmy réwnanie ewolucji czasowej dla macierzy gestosci wychodzac
od réwnania Schrodingera i definicji macierzy gestosci. Korzystajac z (110) wyrazajacego funk-
cje Wignera poprzez macierz gestosci oraz z réwnania von Neumanna dla macierzy gestosci (96),
otrzymujemy roéwnanie ewolucji czasowej dla funkcji Wignera

. ) e o
ihdyo(x,p;t) = Da(h) FoyspS (% (=02 +0;) +U(x) — U(y)> ST Dy (R oz, pit),

(126)
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co moze zosta¢ rownowaznie przedstawione jako

1 1 1 1
Owo(x,p;t) = (—Epﬁm — ﬁfg,y_m (U (m + §y> -U (x — Ey)) ]—"2_,;_>y> o(x,p;t).  (127)

Wprowadzimy teraz pomocnicze operatory

~

(AN@p) = ——p0uf(@.0), [ € F (HA(R)), (128)

gdzie Fy (H%(R?)) oznacza obraz przestrzeni Sobolewa H?(R?) wzgledem czedciowej transfor-
maty Fouriera wzgledem drugiej zmiennej, oraz

Bi) = 17y (U (24 50) =0 (5= o) ) Fabodon), fe @) (129

Pokazemy teraz, ze zdefiniowane powyzej operatory A oraz B sa samosprzezone. Operator A
jest unitarnie rownowazny do operatora mnozenia A;

~

(Af)p) =~ W f O\ p) (130)

2 dziedzing D(A,) = {f € L*(R*) : A\pf(\,p) € L*(R?)}, przy czym zachodzi A = FAFL
Operator mnozenia A; jest samosprzezony zgodnie z propozycja 9.30 z ksiazki [61], stad ope-
rator A réwniez jest samosprzezony. Operator B jest unitarnie rownowazny do operatora

Buf)e) = (0 (o4 50) =0 (o= 39) ) st (131)

zadanego jako B = Fy 13]:2, gdzie U € L*(R), stad B jest ograniczonym operatorem mno-
zenia przez funkcje o wartosciach rzeczywistych, stad wynika, ze jest on operatorem symetrycz-
nym. Jego dziedzing jest cala przestrzen L?(R?) co prowadzi do wniosku, ze operator B, jest
samosprzezony. Stad z uwagi na unitarna ronowaznos¢ operator B réwniez jest operatorem
samosprzezonym, a jego dziedzing jest cala przestrzen L?(R?). Korzystajac z wprowadzonych
powyzej operatoréw, réwnanie Moyala (127) mozemy przedstawi¢ w nastepujacej postaci

Brol-, <) = —i <A+B> o(-, 1), (132)

Na podstawie twierdzenia 2.6 wnioskujemy, ze operator A+ Bz dziedzing D(fl + B) =
Fo(H?(R?)) jest operatorem samosprzezonym, zatem na podstawie twierdzenia Stone’a (patrz
twierdzenie VIIL.7 w [60]) generuje jednoparametrowa silnie ciagla grupe operatoréw unitar-
nych. Stabe rozwiazanie rownania (127) ma nastepujaca postaé (patrz podrozdzial 2.3)

o(-, -3 t) = e MATB g (., (133)

przy czym gy € LQA(]RQ)Ajest funkcja Wignera w chwili poczatkowej. Przyjmujac mocniejsze
zatozenie g9 € D(A + B) = F,(H?*(R?)), rozwigzanie podanie w réwnaniu (133) stanie sie
rozwiazaniem silnym réwnania (127). Rozwijajac funkcje U (z £+ y/2) w szereg Taylora wokét

punktu z, otrzymujemy
v\ _ ZOO | Y\"
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przy czym symbol U™ (z) zostat uzyty do oznaczenia n-tej pochodnej funkeji U(x). Uwzgled-
nienie tego rozwiniecia w réwnaniu (127) prowadzi do formalnej postaci réwnania Moyala [25],
ktore w literaturze fizycznej zazwyczaj jest zapisywane nastepujaco

00 2n
) P L h (2n+1) 2n+1 .
Oio(x, pt) + —0so(x, p;t) U'(x)dpo(x, pit) = ) 2n+1 ( > U ()0 o(x, p;t).

21
(135)
Réwnanie ruchu dla funkeji Wignera w postaci wyrazonej wzorem (135) ma dosé sugestywna
postac¢, bowiem mozna nada¢ znaczenie fizyczne jego poszczegdlnym wyrazom, odwolujac sie
bezposrednio do Liouville’owskiego sformutowania mechaniki klasycznej. Na poczatek zauwaz-
my, ze dla przypadku czastki swobodnej (tj. gdy U(x) = 0), rownanie Moyala (135) jest tozsame
z rownaniem Liouville’a,

n=1

dro(z, p;t) + %Gxe)(m,p; t) =0, (136)

ktore opisuje ewolucje czasowa rozktadu gestosci prawdopodobienstwa w klasycznej mechani-
ce statystycznej. Z kolei dla potencjaléw wybranych w postaci wielomianéw rzedu drugiego,
rownanie Moyala (135) przyjmie postaé¢ réwnania Liouville’a dla czastki poruszajacej sie¢ pod
dziataniem sity harmonicznej F(z), tzn.

dro(x, p;t) + %@Q(ﬂf,p; t) + F(z)0po(x,p;t) = 0. (137)

Zauwazmy zreszta, ze rownanie Liouville wyrazone wzorem (137) nie zmieni swojej postaci, gdy
zrezygnujemy z zatozenia o sile harmonicznej na rzecz dowolnych sit klasycznych, gdyz w takim
przypadku sita F(x) jest zwiazana z energia potencjalna U(x) wzorem: F(z) = —U’(x), gdzie
symbol prime zostal uzyty do oznaczenia pierwszej pochodnej. Zwroémy tez uwage, ze zastoso-
wanie metody charakterystyk do rozwiazania rownania Liouville’a (137) pozwala stwierdzié, ze
kazdy punkt funkcji przyjetej jako warunek poczatkowy porusza sie wzdtuz swojej trajektorii
fazowej niezaleznie od trajektorii pozostatych punktow, ktére sa wyznaczone przez rozwigzania

ukladu rownan Hamiltona
d | z(t)| | 0,H(x,p)
dt[p@)}—{—axmx,p) ’ (138)

gdzie H(x,p) jest funkcja Hamiltona badanego uktadu, przy czym w naszym przypadku ma-
my H(z,p) = p*/(2m) + U(x). Na podstawie przedstawionej dyskusji mozna wnioskowaé, ze
ewolucja czasowa funkcji Wignera wynikajaca z rozwiazania réwnania Moyala (135) dla kté-
rego prawa strona jest réwna zeru jest wyznaczona przez réwnania Hamiltona (138). Zatem
odtworzenie dynamiki klasycznej funkcji Wignera na podstawie réwnania Moyala (135) moze
by¢ rozumiane jako przejscie graniczne zwigzane z h — 0. Tym samym wnioskujemy, ze prawa
strona rownania Moyala (135) reprezentuje poprawki kwantowe kolejnych rzedéw wzgledem pa-
rametru i do klasycznego réwnania Liouville’a. Jednakze przy rozwazaniu tego typu przejscia
granicznego nalezy zachowaé pewng ostrozno$é, gdyz h jako takie przyjmuje stalyg warto$é, na-
tomiast wraz ze wzrostem rozmiaréw uktadu, ktéry rozpatrujemy, bedzie ona proporcjonalnie
coraz mniejsza w stosunku do wartosci dzialania. Z drugiej strony mozna sprébowaé tez spoj-
rze¢ na rozwiazanie rownanie Moyala w podobny sposob. Okazuje sie woéwczas, ze uwzglednienie
poprawek kwantowych zawartych po prawej stronie réwnania Moyala (135) pozwala formalnie
zapisa¢ réwnania ewolucji czasowej kazdego punktu poczatkowej funkcji Wignera w postaci
uogoblnionych réwnan Hamiltona [111]

4 { z(t)

dt | p(t) } B { ~U'(z) + %UE( v)1020+ (139)
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Jednak w tym przypadku nie mozna juz traktowac trajektorii poszczegdlnych punktow funk-
cji Wignera bedacej warunkiem poczatkowym dla rownania Moyala jako niezaleznych, gdyz te
zalezg od stanu uktadu jako catosci, co odzwierciedla jawna zaleznos¢ od o po prawej stronie
réwnania (139). W zdecydowanej wiekszosci interesujacych nas przypadkéw réwnanie Moy-
ala (127) nie daje si¢ rozwiazaé analitycznie, co wymusza na nas zastosowanie metod nume-
rycznych. Z uwagi na fakt, ze operatory A oraz B ze wzoru (133) nie komutuja ze soba, obliczenie
dziatania operatora unitarnego e —it(A+B) pg funkcje Wignera jest problematyczne numerycznie.
Opisowi metody numerycznej pozwalajacej rozwigzaé ten problem wraz z oszacowaniem jej
btedu zostat poswiecony kolejny rozdziat.

Nie jest to tematem tej pracy, ale bardzo ciekawe i systematyczne podejscie do opisu uktadow
klasycznych, kwantowych oraz relacji miedzy nimi umozliwia teoria C*-algebr. W przystepny
sposob jest to przedstawione chociazby w podreczniku [23].
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4 Numeryczne metody obliczania eksponenty operato-
rowej

W tym rozdziale skoncentrujemy sie na faktoryzacji eksponenty operatorowej oraz dyskretyzacji
transformat Fouriera. Sa to niezwykle wazne zagadnienia, stanowigce istote konstrukeji algo-
rytmu do symulacji numerycznej réwnania Moyala. Szczegdlng uwage poswiecimy faktoryzacji
Stranga drugiego rzedu, dla ktérej przeprowadzimy doktadne szacowanie btedu lokalnego oraz
globalnego. Ponadto przedstawimy tez metode China czwartego rzedu.

4.1 Ogdlne metody faktoryzacji eksponenty operatorowej

W wielu zastosowaniach fizyki operator ewolucji czasowej mozna zapisa¢ w postaci eit(A+B ), przy
czym w wigkszosci przypadkéw nie jest tatwo obliczy¢ numerycznie wynik dziatania takiego
operatora na funkcje [112, 113]. Z drugiej strony najczegsmej znacznie tatwiej jest numerycznie
wyznaczy¢ dziatanie operatorow w postaci et oraz e”B ktore w przypadku kwantowome-
chanicznym okazuja sie najczedciej unitarnie réwnowazne poprzez odpowiednig transformate
Fouriera do operatora mnozenia przez funkcje, co umozliwia bardzo sprawng implementacje
numeryczng, mozemy tez skorzysta¢ z algorytmu szybkiej transformaty Fouriera. Co prawda
jezeli operator A+ B jest operatorem samosprzezonym, jak to bedzie miato miejsce w naszym
przypadku, to jedno ze sformutowan twierdzenia spektralnego dla operatoréw samosprzezonych
méwi o tym, ze istnieje transformacja unitarna, wzgledem ktorej operator ten jest unitarnie
rownowazny do operatora mnozenia na pewnej przestrzeni L? (patrz twierdzenie 10.10 w [61]).
Jednak w przypadku ogélnym nie istnieje metoda konstrukeji takiej transformacji unitarnej dla
zadanego operatora samosprzezonego, a nawet jezeli udatoby sie to zrobié, w ogdlnosci weale nie
musi istnie¢ efektywna i dokladna implementacja numeryczna takiej transformacji. Przedsta-
wione powyzej problemy prowadza nas do pilnego zapotrzebowania na precyzyjne przyblizenie
operatora e“+5) poprzez iloczyn operatoréw w postaci €4 oraz eP. Przedstawione ponizej
twierdzenie, znane jako Twierdzenie Trottera (twierdzenie VIIL.31 z [60]) méwi nam o zbieznosci
takiego przyblizenia w silnej topologii operatorowe;.

Twierdzenie 4.1. Niech H bedzie przestrzenia Hilberta, a A:H2DD(A) = Horaz B:H D
D(B) — H niech beda operatorami samosprzezonymi. Wtedy

lim (eifAeifB) b — e“(f‘”B)sz —0, Ve (140)
n—00 H

W przypadku symulacji numerycznej mozemy oczywiscie wykonac jedynie skonczona liczbe
operacji dziatania eksponentami operatorowymi, jednak powyzsze twierdzenie moze naprowa-

dzi¢ nas na najprostszy schemat faktoryzacji, to jest faktoryzacje Trottera-Liego [54]
e—it(A+E) _ itA—itB + (’)(tz). (141)

Powyzszy wzor jest jasny, jezeli operatory A oraz B sg operatorami ograniczonymi, wynika on
wprost z rozwiniecia lewej strony w szereg. Zagadnienie faktoryzacji zostalo oméwione chociazby
w pracy [114] czy w podrozdziale 11.5 z [115]. Przypadek nieograniczony bedzie szeregétowo
rozpatrywany w nastepnym podrozdziale. Ogolny schemat faktoryzacji ma postaé

—zt A+B H e 1t/BJ Zt'YJ + (’)(t"Jrl) (142)

dla pewnej wartosci N powiazanej z liczbg eksponent w konkretnych faktoryzacjach. Warto-
$ci parametréw (ﬁj)j-vzl oraz (’yj)é-vzl wyznacza sie na ogdt korzystajac z rozwinie¢ Zassenhausa
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i Bakera-Campbella-Hausdorffa, a takze z rozwinigcia Taylora i zadajac, by wszystkie wyra-
zy az do okreslonego rzedu w zmiennej t pokrywaly sie miedzy wyjsciowa eksponenta, a jej
przyblizeniem poprzez okreslong faktoryzacje. W pracy [116] zostato pokazane, ze jezeli ograni-
czymy sie do rzeczywistych i dodatnich wartosci tych parametréw w faktoryzacji (142), to dla
n > 2 niektore z tych parametréw musza by¢ ujemne, a takze moga przyjmowac duze wartosci,
co sprawia problemy numeryczne [52]. Jedna z mozliwych metod obejécia problemu ujemnych
wspotezynnikéw jest uwzglednienie w faktoryzacji nie tylko eksponent operatoréw A oraz B,
ale rowniez ich wielokrotnych komutatoréw. W najprostszym przypadku nalezy uwzglednic¢
dodatkowo komutator [B, [A, B]]

N
efit(AJrB) _ H e—z‘tﬁjAeﬂ'tijHt?)aj [B,[A.B]] + O(fn—&—l)‘ (143)

Jj=1

W przypadku rownan mechaniki kwantowej, jak réwnanie Schrodingera, czy rownanie Moy-
ala, ktére bedziemy rozwigzywaé¢ numerycznie w dalszej czesci pracy, podwojny komutator

[B’ [fl, BH jest unitarnie réwnowazny do operatora mnozenia poprzez takg samg transforma-

cje unitaja jak operator B (dla réwnania Schrodingera jest to omdéwione w pracy [52], nato-
miast dla rownania Moyala bedziemy to omawiaé¢ w dalszej czesci pracy, patrz réwnania (273),
(274)), wiec umieszczenie ich razem w wykladniku jednej eksponenty w formule (143) nie pro-
wadzi do dodatkowych trudnosci w implementacji numerycznej takiego algorytmu. Niestety dla
komutatoréw wyzszych rzedéw nie jest to w ogdlnosci prawda. Alternatywna metoda obejscia
problemu ujemnych wspétezynnikoéw w rozwinieciu (142) zostata przedstawiona w pracy [117],
gdzie zaproponowano wprowadzenie wspotczynnikéw (3;); oraz (y;); o wartosciach zespolonych
z nieujemna czescig rzeczywista. Jezeli operatory AiB sq ograniczone, to notacja O(t"*1) jest
jasna. Wynik ten mozna elementarnie uzyska¢ rozwijajac wszystkie eksponenty zgodnie ze wzo-
rem Taylora, a nastepnie zauwazajac, ze wszystkie wyrazy do rzedu n wtacznie si¢ skracaja.

4.2 Faktoryzacje drugiego rzedu

W tym podrozdziale zajmiemy sie szczegbtowa analizg faktoryzacji drugiego rzedu eksponenty
operatorowej o
oAH(A+B) _ J3ALA ALB ALA +O(A#), (144)

zwanej faktoryzacja Stranga, badz faktoryzacja Marchuka-Stranga. Jest to szczegdlny przypa-
dek ogdlnego schematu faktoryzacji (142) dla N = 2 oraz 1 = %, v =1, B = %, Y2 = 0.
Powyzsze wyrazenie jest prawdziwe w przypadku operatoréow ograniczonych, wtedy wystarczy
rozwinagé wszystkie eksponenty zgodnie ze wzorem Taylora, by zauwazy¢ ze wyrazy do rzedu
drugiego wlacznie wzgledem At si¢ skracaja, co uzasadnia uzycie oznaczenia O(At?). W przy-
padku operatorow, gdy przynajmniej jeden z operatorow Aoraz B jest nieograniczony, sytuacja
mocno si¢ komplikuje. Na ogot konieczne jest przyjecie pewnych zatozen co do tych operatorow,
a takze rozpatrywanie ich nie na calej przestrzeni Hilberta, a jedynie na jej pewnym gestym
podzbiorze. Problem ten zostal poruszony chociazby w pracach [118, 119, 120]. W przypadku
rownania Moyala (127) mamy

~

Af(e.p) = 20,0 (e,p), [ € Fo (H'(®)). (145)

oraz

Bf(fb,p) = %fly—w (U (I’ + %y> -U (‘T - %y)) fQj}}—)yf(‘fL'ap)v f € L2(R2)’ (146)
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gdzie U € L*(R) jest energia potencjalna. Prowadzi to do schematu spectral split-operator

B 1At .
o(z,p;to + At) =~ .7:1,;%: exp (—7)\]9) Flam)—0np) €xp (—iAtUA(z,y))

_ 1At
*F ) (ay) P (—7)\17) Fiaro0(x, pito), (147)

where Ua(z,y) =U (z+ %) = U (z — ¥).

2

4.3 Oszacowanie btedu lokalnego faktoryzacji drugiego rzedu — uje-
cie abstrakcyjne

W tym podrozdziale zajmiemy sie oszacowaniem od gory btedu lokalnego dla faktoryzacji Stran-
ga. Jest to btad po wykonaniu jednego kroku czasowego i definiujemy go jak przedstawiono
ponize;j.

Definicja 4.1. Przez btad lokalny metody faktoryzacji Stranga przyblizajacej operator et(A+B)

t B A 1R . .
poprzez operator ezPe!4ez? rozumiemy nastepujaca norme

He%BetAe%Bf — et(A’LB)fHX, fey, (148)

przy czym Y jest pewnym gestym podzbiorem przestrzeni Hilberta X, dobieranym w zaleznosci
od postaci operatorow A oraz B.

Zanim zajmiemy sie szacowaniem wspomnianego btedu lokalnego, przedstawimy najpierw
dwa lematy, ktore beda do niego uzyteczne.

Lemat 4.1. Niech X bedzie przestrzenia Hilberta, A:X> D(/Al) — X operatorem skosnie
samosprzezonym, a B € B(X). Wtedy zachodzi

tH 4 A tR i t i A a3 t2 A~ AR A i ~
e2BetdeaBf =t f 4 3 <etAB + BetA> f+ 3 (etAB2 +2Be B + BQetA> f+Rf, (149)

gdzie
~ 1 A t SR A t ~ A t R S 3
Rf = {6¢” / (t—s)%e37 B fds + gBe“‘/ (t = s)es" B fds
0 0
AN L
+EB%“‘/ e2BBfds, feX (150)
0
oraz 7
1RI| < —*||B|I*. (151)
48

Dowdd. Stosujac wzér (E3) z podrozdziatu 11.8 w [121]
tC S hd Ak 1 ' 1 tC A
e f kE_Ok?!Of+(”_1)!/o( s)"TeC" fds, (152)

fe D(CA’”)A for n = 3 do pierwszej eksponenty po lewej stronie (149) i wprowadzajac pomocniczy
operator By = B/2, dostajemy
eggeme%z@f _ etBl etAetBIf

P R P 2 . ..
— etAetB1f + tBletAetBlf + EB%etAetBlf

1 .
—1—5/ (t — s)? P Bletetl fds, (153)
0
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f € X. Korzystajac z (152) dla n = 3 i dla operatora B w pierwszym sktadniku po prawe;
stronie rownania (153), dostajemy

~ A t X A
eAPLf = A f 4 1B f + tABQf + %€ / (t — s)%e*P B fds, (154)
0

f € X. Korzystajac z (152) dla n = 2 i dla operatora etP1 w drugim skladniku po prawej strony
réwnania (153), otrzymujemy

N N ~ ~ ~ PN ~ ~ t ~ A
tBietAetPr f = tBi e f + 2B By f + tByetA / (t — s)e’P1 Bl fds, (155)
0

f € X. Korzystajac z (152) dlan = 1 i dla operatora etB w trzecim sktadniku po prawej strony
rownania (153), dostajemy

t? R A tQ R
— BB = B

N t2 R N t L
5 fetAf—l—EBfetA/O e’ B, fds, (156)

f € X. Wstawiajac (154), (155) oraz (156) do réwnania (153), otrzymujemy
¢ i i A - t2 i S A P ~
62BetAe2Bf = f 4t <etABl + BletA> f+ o) (etABf + 2B,e' B, + BfetA> f+Rf, (157)
gdzie

. 1 . t . N . t L
Rf = 56“1 / (t —s)2e’P B3 fds + t B e / (t — s)e*P B? fds
0 0

t A A
+ 232 eld / BB fds. (158)
0

Podstawiajac B, = B/2 w (157) oraz (158), odtwarzamy réwnania (149) oraz (150). Korzystajac
z faktu, ze A oraz B; sg skosnie samosprzezone, otrzymujemy ograniczenie

. . 5 1 t ) t t2 t 7 32 5
[|R|| < || B —/ (t—s) ds—i—t/ (t—s)ds—l——/ ds | = =t°||By||°. (159)
2 Jo 0 2 Jo 6

Podstawiajac B, = B/2, odtwarzamy réwnanie (151), co konczy dowdd. O

Lemat 4.2. Niech X bedzie przestrzenig Hilberta, a h : R?> — X niech bedzie funkcja klasy
C1. Wtedy dla (sg, 09), (s,0) € 4, gdzie

Q={(s,0)eER*:0<s<t, 0<o<t—s}, t>0,

zachodzi nast@puj@ca nier6wnos¢

2
S O' dO'dS — 5}1(80,0'0)

<
< 01(80) magét Hash(s,a)!lx

X (s,0)
Fealo) mas 0G5 )l (160
gdzie
t t—s
01(50):// s — so|dods (161)
0 0
oraz

t t—s
co(0g) = / / lo — ogldods. (162)
0o Jo
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Dowdéd. Zacznijmy od wprowadzenia funkcji pomocniczej H : R — X,
H(w) = h(so +w(s — sg),00 +w(o —0ay)), (163)

gdzie (s,0), (s0,00) € §. Zgodnie z twierdzeniem VII.9.2 z [63], mozemy zapisa¢ rozwinigcie
Taylora dla funkcji H wokoét punktu w =0

H(w)=H(0) + /Ow H'(wy)dw;. (164)
Wstawiajac (164) oraz w = 1 do (165), otrzymujemy
h(s, o) = h(se, 0) + (5 — 50) /01 Ouh (50 + w(s — s0), 00 + w(o — op)) dow
+ (0—00)/01 Oah (80 + w(s — so), 00 + w(o — 0p) dw, (165)
gdzie O1h(s,0) = Osh(s, o) oraz Os2h(s,0) = J,h(s,o). Reguly rézniczkowania funkcji o war-
tosciach wektorowych, analogiczne jak dla standardowych funkcji o wartosciach liczbowych,

zostaly doktadnie oméwione w rozdziale VII z ksiazki [63]. Caltkujac obie strony réwnania(165)
po obszarze {2, otrzymujemy

t t—s t2
/ / h(s,o)dods — —h(sg, 0p)
0 Jo 2
¢ pt—s 1
= / / (s — so) / Osh (s +w(s — s0), 00 + w(o — 0¢)) dwdods
0 Jo 0
t t—s 1
+ / / (o — 0p) / Oxh (S0 +w(s — so), 00 + w(o — 0p)) dwdods. (166)
0 Jo 0

Biorac obustronnie norme operatorows i korzystajac z elementarnych wtasnosci catki Bochnera,
dostajemy

t t—s t2
H / / h(s,o)dods — Eh(so, 00)
o Jo b

t t—s 1
S/ / |s — so / Osh (so +w(s — o), 00 + w(o — 0p)) dw|| dods
0 Jo 0
t t—s 1
—l—/ / lo — o] / Osh (S0 + w(s — sg),00 + w(o — 09)) dw|| dods
0 Jo b
< —
< (Srﬂl)ae% |0sh(s, o HX/ / |s — so|ldods
+ max [0.h(s,0 HX/ / o — ooldods, (167)
5,0)€N
co konczy dowdd. O

Majac lematy 4.1 oraz 4.2, mozemy teraz zajac¢ si¢ twierdzeniem dotyczacym oszacowania
btedu lokalnego dla faktoryzacji Stranga w ujeciu abstrakcyjnym.

Twierdzenie 4.2. Niech A oraz B beda operatorami skosnie samosprzezonymi dziatajacym
w przestrzeni Hilberta X, przy czym B € B(X), a takze niech Y bedzie takim gestym podzbio-
rem przestrzeni Hilberta X, Ze zachodzi: Y C D([A, [A, B]]) € X oraz spelione sg warunki
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ety C Y, gdzie t € R oraz By CvY. Wtedy btad lokalny faktoryzacji Stranga jest nastepujaco
ograniczony od gory

esFetiesds - <“@ﬂ|<ﬁ<—umumu+gmx || (48] ety
X
11 A Rl (t—s—0)A
+ 571181l max [A B} f
(s,0)€ ¥
1 T .
+ = max [A, [A, BHe(t_s)Af . fey (168)
s€[0,t] X

przy czym Q; = {(s,0) ER?*: (0<s<t)A(0<o<t—s)},t>0.

Dowdéd. Do oszacowania btedu lokalnego faktoryzacji Stranga bedziemy korzystaé¢ z narzedzi
podobnych do tych uzytych w pracy [118], jednak bedziemy postepowaé bardziej ostroznie, by
oszacowaé stata proporcjonalnogci przy t2 przez konkretna wartosé, a nie wylacznie pokazaé, ze
taka stata istnieje. Jako ze A, Boraz A+B sg operatorami skosnie samosprzezonymi w X, kazdy
z nich generuje jednoparametrows silnie ciagta grupe operatorow unitarnych na X. Korzystajac
z wniosku 1.7 z rozdzialu 11T w ksiazce [64], otrzymujemy

o (A+B) gty / " ARt (AE) 4. (169)
0

Korzystajac z tej formuly (zwana nieraz formuta uzmienniania stalej) jeszcze dwa razy, dosta-
jemy

o R t R t optes X A
et(A+B)f =4 / e ABe=94fds + / / e ABe?ABe"" " fdods + Ry f,  (170)
0 0 Jo

gdzie
t t—s t—s—o . . .. N A
Ry f :/ / / eSABe"ABe’"ABe(t_S_U_T)<A+B)fdrdads (171)
0o Jo 0

R - t t—s t—s—o tS -
Vall < BIE [ [ [ ardoas = Sy (172

Korzystajac z (170) oraz lematu 4.1, mozemy zapisa¢

oraz

e3iBe tAe2Bf — et(A+B)f = Dif + Dof + Rf — Raof, (173)
gdzie
. A P boAn i
Dif = 3 (etAB -+ BetA) f— / A Bet )4 £ (174)
0
oraz
A 2, o t opt-s )
Dyf = 3 (et“‘B2 + 2B B + BQetA> f— / / e*ABe” A Be"4 fdods. (175)
o Jo

Wprowadzajac funkcje pomocniczg g : R — X, g(s) = eSABe(t_S)Af, f €Y, mozemy wyrazié
D, f jako btad kwadratury dla pewnej catki Bochnera

DJ—(@HMW—EMW& (176)

l\Dlw
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konkretnie jest to btad dla metody trapezow. W przypadku catek pojedynczych funkcji o warto-
sciach liczbowych ogélnym narzedziem do szacowania btedu kwadratur jest twierdzenie o jadrze
Peano (patrz rozdziat 13 w [122]). Okazuje sie, ze twierdzenie to ma swoje uogélnienie na przy-
padek catek pojedynczych funkcji o wartosciach wektorowych [123, 124]. Dla btedu metody
trapezéw zastosowanej do calki Bochnera otrzymujemy analogiczny wynik, jak w przypadku
zwyktej catki funkcji o wartosciach liczbowych

3

|50 +a0) - [aris]| < G mas s, 177)

jedynie w miejsce wartosci bezwzglednych pojawily sie odpowiednie normy. Druga pochodna
funkcji ¢ ma nastepujaca postac

g"(s) = A [fl, [121, BH elt=)A g (178)
w zwiazku z czym, korzystajac dodatkowo ze wzoru (177), otrzymujemy oszacowanie
) 1
[A, [A, z%“ elt=94 ¢ / 0(1 — 0)do
x Jo
|4, |4, B]| ety
b's

R 3
D < =

1D fllx < 7 max
t3

— — Imax

12 sefo,1]

(179)

Wprowadzajac funkcje pomocnicza h : R? - X, h(s,0) = eSAée"Aée(t_S_”)Af, f €Y, moze-
my wyrazi¢ Do f nastepujaco

2
Daf = 3 (h(t,0) +2h(0,1) + h(0,0)) // h(s,o)dods

= (Sneo— [ [ s ortmas) 5 (00— [ [ nis.ordoas)
+i<t2 (0,0) // Sadads). (180)

Jest to btad pewnej kwadratury dla catki podwojnej funkeji o wartosciach wektorowych. Pro-
blem ten jest bardziej ztozony, niz rozwazany powyzej przypadek catki pojedynczej, gdyz dla
funkcji wielu zmiennych nie istnieje odpowiednik twierdzenia o jadrze Peano, ktore pozwala-
toby w sposdb ogdlny oszacowaé od gory btedy kwadratur dla catek wielowymiarowych. By
oszacowaé blad kwadratury ze wzoru (175), korzystamy na poczatek z lematu 4.2

- 1
1Dafllx < 5yt ma [[oh(s.o)llx + #° max (10,40l (181)
gdzie Oy = {(5,0) ER?*: (0<s<t)A(0< o <t—s)}, t > 0. Warto przy tym zauwazy¢,
ze o ile przypadek kwadratur dla catek pojedynczych zostatl gruntownie przebadany i znane
oszacowanie dla metody trapezow mozemy ze spora doza prawdopodobienstwa uwazacé za opty-
malne, to przypadek kwadratur dla catek funkcji wielu zmiennych jest bardziej problematyczny.
Poprawienie oszacowania rozpatrywanej kwadratury dla catki funkcji dwéch zmiennych, a tak-
ze poszukiwanie ogélnej metody szacowania bledéw kwadratur funkcji catek wielu zmiennych
(ktore pojawiaja sie przy szacowaniu szacowaniu btedéw réznych schematéw faktoryzacji ope-
ratora ewolucji czasowej) sa ciekawymi problemami do rozpatrzenia w przysztosci. Wracajac do
rozpatrywanego problemu, pochodne czastkowe funkcji A maja postac

Osh(s,0) = A [/1, Bﬂ " Belt=s=A f | oA Beod [121, B] elt=s=0)A ¢ (182)
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oraz

B,h(s,0) = A BeoA [A B] (t-s=a)A . (183)

a zatem

5
||D2f||X < ﬂf’ max

[A’ B:| eaABe(t—s—U)Af
(5,0)€

X
11 ST A
+ —#%||B|| max |[[e74 [A, B] eltms=o)d g
24 (s,0)€8 X
5 o . .
= —+* max [A, B] e?ABelt=s— Ay
24 (s,0)en X
11 3 i Dl (t—s—0)A
+ 5;t'lIBI| max [A B} fll . fev (184)
SO’)GQt X

Ostatecznie, korzystajac z (151), (172), (179) oraz (184), na podstawie (173) uzyskujemy (168)
przy czym przyjete zatozenia do do podzbioru Y gwarantuja, ze prawa strona nieréwnosci (16
jest dobrze zdefiniowana i ograniczona.

O

4.4 Oszacowanie btedu lokalnego i globalnego faktoryzacji drugiego
rzedu dla ro6wnania Moyala

W tym podrozdziale zastosujemy twierdzeniem 4.2 do réwnania Moyala (127). Zaczniemy od
przedstawienia dwoch lematow, ktore pomoga sprawdzi¢, ze wszystkie zalozenia twierdzenia 4.2
sg spelnione

Lemat 4.3. Niech A, bedzie nastepujacym operatorem w przestrzeni Hilberta L?(R?)
(ALf)(w,y) = 10,0, f (x,)
z dziedzing D(A;) = {f € L*(R?) : \pFlan)—om f (2, y) € L2(R?)}. Zachodzi wtedy
M HMR?) C HMR?), teR,neN,.
Dowdd. Zaczniemy od pokazania, ze e!2 FH"(R?) C FH"(R?), gdzie
(Aof)(w,y) = iy f(z,y), (185)

D(Ay) = {f € L*(R?) : zyf(z,y) € L*(R?)} oraz A, = F'A,F. Przestrzeti Sobolewa H"(R?)
moze by¢ scharakteryzowana na wiele rownowaznych sposobéw, jeden z nich ma nastepujaca
postaé (patrz podrozdzial 1.1 w [125])

H"(R?) = {f € L*(R?) : F ;!

(Ap)—(,y)

(14X + )" Flayysam flw,y) € (R}, (186)
mamy zatem
FH"(R?) = {f € L*(R?) : (1 +2° +y*)"*f(x,y) € L*(R?)}. (187)
Dla f € FH"(R?) zachodzi
(14 2® + )2 f (2, y)| = (1 + 27 + )2 f (2, 9)], (188)

zatem e'A2 FH"(R?) C FH"(R?). Biorac obustronnie odwrotna transformate Fouriera, otrzy-
mujemy ostatecznie !4t H"(R?) C H"(R?), co koriczy dowdd. O
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Kolejny lemat potrzebny, by wykazaé, ze zatozenia twierdzenia 4.3 sg spetnione w przypadku
rownania Moyala, przedstawiamy ponizej.

Lemat 4.4. Dla dowolnych f € W%®(R") oraz g € HY(R"), n,q > 1, |o| < g, mamy fg €
H1(R"™) oraz

D(f,9) = (O‘) (D?f)D*Py. (189)

BLa ﬁ

Dowdd. 7 mocniejszym zatozeniem f € C§°(R") jest to standardowy wynik podrecznikowy
(patrz np. twierzenie 1 (iv) z podrozdziatu 5.2 w ksiazce [126]. By udowodnié¢ przypadek ogélny,

zauwazmy ze dla || = 1 mozemy skorzystaé¢ z wniosku 4.1.18. z [127], wtedy standardowa
procedura indukeji matematycznej (analogicznie jak zostato to zrobione w [126]) prowadzi do
wyniku ogdlnego. O

Zastosujemy teraz twierdzenie 4.2 do réwnania Moyala (127), ktére moze by¢ przeksztatcone
do nastepujacej postaci

dro(z,p;t) = (—%p@c + %F2,y—>p (U (fc - %) -U (93 + %)) fg‘,;ﬁp> o(z,p;it),  (190)

gdzie energia potencjalna U € W**(R) oraz

4
W4 (R) = {f c L™(R) : Z O] ooy < oo} .
k=0

Zacznijmy od wprowadzenia skosnie samosprzezonych operatorow

~

(AF)(r.p) = = —pdf(.p), Fal () (197)

oraz

Be0) = 3o (U (2= 30) =0 (04 30) ) Febuf o), Fe2®, (192

przy czym U € W%*(R). Latwo pokaza¢, ze zdefiniowane powyzej operatory faktycznie sa
sko$nie samosprzezone, gdyz powstaly one przez przemnozenie samosprzezonych operatorow
(128) oraz (129) przez czynnik —i.

Twierdzenie 4.3. Niech A oraz B beda operatorami skosnie samosprzezonymi zdefiniowanymi
w (191) oraz (192), dzialajacymi w przestrzeni Hilberta L?(R?) oraz niech f € F, (H?*(R?)).
Wtedy btad lokalny faktoryzacji Stranga ma nastepujace ograniczenie gérne

1B tA LB A+ B
||€ZB€tA€2Bf — et(A+B>f||L2(R2) S t3 (CIHfHL2(R2) + C’2||8,EfHL2(R2) + C3||prL2(R2)

+ CullpOu f1| 22y + C5102 f1] 2wy + C6||P2f||L2(R2)> , (193)
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gdzie

“= (4213;3 U, -0+ 50 hZUg U =U) + 125h2U5/ (U= U + ﬁ <Us(4) - Ui(4)>) :
C2 = <3 th ULUS = U)) + e (U = U;")) ,

o= (oo UL~ UD (W= G 4 o).

Ca= 67712hU5”’

o = g (07 = U1,

Co= 12r1n2h( — U, (194)

przy czym uzyliSmy nastepujacej notacji

UM = esssup U™ (z), (195)
z€R

U™ = ess inf U™ (z), (196)
ze

n € NU{0}.

Dowdd. Na poczatku zalézmy, ze f € H*(R?) i wprowadzmy pomocniczy operator A =
F 2_,yl—>pA-7: 2.y—p, dla ktorego zachodzi

A 1
(Alf)(xa y) = Eaxayf(xa y)7 f € HQ(RZ)a (197)
oraz drugi pomocniczy operator B = F, yl _)ZJB}"Zy_)p, dla ktérego mamy
. j 1 1
(BLf)(z,p) = % (U (x + 51/) U (w - 5@/)) flx,y), fe LR, (198)

przy czym U € W4*°(R). Komutatory maja nastepujaca postaé

Ay, By]f —%( U” )+ U"( g) +%U’ (x—l—g) &Hr%U’ (m—%) 0,
U (o4 D)o, - ( ) a)> o). (199)
gdzie D <[A1, Bl]) C H*(R?) oraz

(A, [Ay, B f (=, y)

= (0 B~ ) 307 e+ Do (o= D)o

b0 (04 D)o, 07 (5= 1) 0, + 0" (4 L) 00, + 0" (- L) 0,0,

A (e Y (- e (o ) -0 o3 ) e
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gdzie D([fll, [1211, Bl]]) C H*(R?). Mozemy teraz oszacowaé wszystkie normy wystepujace po
prawej stronie nieréwnosci (168) dla przypadku réwnania Moyala. Norme operatora B mozemy
oszacowaé nastepujaco

~ ~ 1 1 1 1
Bl =||Bi|| £ = -y | — - = = - -U). 201
B =B < 5 s (0 (s+50) =0 (2= 30) ) = -0 2

z,y)ER?

Dla pierwszej normy zawierajacej komutator otrzymujemy

H |:A, é] €UAB€(t_S_U)Af

‘ ‘fz A, B| et el

L*(R?) L*(R?)

— H |:A1’ B1i| €UA1 Ble(t_s_a)Alfgf

L2(R2)

1
< iz <(U! (Us = Ui) +2U (U, = UD) | £l 222y
+ UL (U, = U) 10 1| 22 m2)

+ (U= U)) (Us = Uy) ||pf||L2(R2)>7 (202)
natomiast dla drugiej otrzymujemy

‘ ‘ (4,5 et

‘ ‘fz A, B ety

L2(R?) L2(R?)

[1211, B1] elts= A, f

L2(R2)
1

<
~— mh

(Us”HfHL?(RQ) + Ul[0: f | 2y + (Us = UY) pr||L2(R2)> (203)
Dla normy zawierajacej podwojny komutator otrzymujemy nastepujace oszacowanie

H [fl» [A, BH (i) g Fy [A, [121, BH (t=s)A g

= H [1211, [Al,élﬂ €(t75)A1~7:2f

L2(R?)

L2(R2)

m2h\ 4
+ 20" |pf || 22y + 207 ||ps f1| 222

1 (1 1
< 7h (‘ (U9 = UO) 1 llagen + 5 (W2 = U 1100l 2y

1
+7 (U2 = U0 fl|2rey + (U = UY') ||p2f||L2(R2)> : (204)
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Wstawiajac wzory (201)-(204) do nieréwnosci (168) otrzymujemy ostatecznie

15

a5 (U~ U0

2U”(U U) + ——U (U - U)

3mh

1
+ 48m2h (U U(4>>||f||L2(R2)

1
(¥ (U = U+ e W2 = U ) 0.l

B _tA B t(A+B
||€2 e“ez ( )f||L2(R2)§( o

2
+(3hgw wﬂm—wmk iU ) Iofllace
QhU!Hpa f||L2 (R2) + — 48, h (Ué/ - Uz”) ||8§f||L2(R2)
1 //
2(R2) 2

Jako ze prawa strona réwnania (205) ma sens réwniez dla f € H*(R?), oraz H*(IR?) jest gestym
podzbiorem H?(R?), uzyskujemy formute (193), co koriczy dowdd. O

Btad faktoryzacji z twierdzenia 4.3 rosnie szybko wraz ze wzrostem t. Dodatkowo w wiek-
szo$ci przypadkow interesuje nas nie tylko stan koncowy uktadu, ale réwniez stany posrednie
w czasie symulacji. Korzystajac z wtasnosci grupowej operatora ewolucji czasowej

(HA+B) (e$<A+B>)N, NeN (206)

mozemy ewoluowaé nasz uktad od chwili 0 do chwili koficowej ¢ nie w jednym, ale w N krokach
o dtugosci At = t/N kazdy. Mozemy zastosowaé faktoryzacje Stranga do operatoréw z prawe;
strony réwnania (206).

Definicja 4.2. Przez blad globalny po N krokach dla metody faktoryzacji przyblizajacej ope-
rator et(A+B) poprzez operator S i+ 5(t), Tozumiemy nastepujaca norme

18,5 (%) £ =gl sy, (207)

przy czym Y jest pewnym gestym podzbiorem przestrzeni Hilberta X, dobieranym w zaleznosci
od postaci operatorow A oraz B.

Przedstawimy teraz twierdzenie dotyczace oszacowania btedu globalnego dla faktoryzacji
Stranga zastosowanej do réwnania Moyala.

Twierdzenie 4.4. Niech A oraz B beda operatorami sko$nie samosprzezonymi, ktore zostaty
zdefiniowane w (191) oraz (192), dziatajacymi w przestrzeni Hilberta L?(R?) oraz niech f €



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 46

F> (H?(R?)). Blad globalny faktoryzacji Stranga spetnia nast¢pujace ograniczenie gérne
N .
I (eAQtB AtA AtB> fo 6t(A+B)f||L2(R2)
< At (75 (CillFllz2@e) + Col|0: fll 22y + Callpfll 22y + Cal [pOs f1] 22y

+ C5]|02 f 1] L2(r2) + Collp? fl12r2))

t? 1
t3 (1 - N) (Co (Us = U 1 flp2rey + CaUL| fll p2rey + 2CaUL 100 f] 22y

+ CuUJ|| fllr2ee) + C5(Ug = UN10uf || 12y + Cs (U — U fl] L2(re)
+ 205U |lpfll rae) + Co(U = U fll12we) )

t3 3 1 Cs
+§(*5N+MJ(@UW’Uﬁ%ﬂ%—@Vﬂmﬁ)mme7 (208)

gdzie N € N oraz At = -

Dowdd. Wprowadzajac funkcje pomocnicza F'(t) = et(A+B ) f oraz korzystajac z wachlarza Lady

Windermere [54], otrzymujemy

[\
Eh

~—

> t A t f N A >
e BeﬁAeﬁB) F(O)—et(A+B)F(O

/N

F

I
VRS
o

- N ~\ N—n—1 - N . PRI
e ) (mw%ﬁ%ﬁﬂ_fﬁ@“ﬂ)F(@), (209)
co prowadzi do

t A t A t A N A >
(eﬁBeﬁAeﬁB) F(0) — et(A+B)F(0)

L2(R2)

N-1
t A t A t A t A » t
< Z (emBeﬁAemB _ GN(A+B)> F (%) 2 (210)
n=0 (R?)
Korzystajac z twierdzenia 5.1, otrzymujemy
t t N ALB = nt
‘ <62NBeNAe2N > F(O)—et( * )F(O) < —Z C’lHF< )HL2(R2
L2(R?)
nt
C 8 F 2(R2 C F 2(R2 C axF — 2(R2
+Callo.r (7)o + CalloF (5 ) sz + Cillpanr () e
nt
+C5||8§F( ) |l r2r2) + Cs||p°F (N) 222y | - (211)

Bedziemy uzywali nast@puj@cej notacji o(-,-;t) = F(t), gdzie o(,-;t) € Fy (H*(R?)). Wpro-

WadZ&jQC §(a7 ) f2 ( ) ) 510(%3/? ) - xQ(x Y; ) F(t) 5(7at)7 Fl()(t) = 510('7';t)a
otrzymujemy réwnanie ewolucji czasowej dla 019

0310(r, ;1) =~ 0.0,u0(r y5) + 3 (U (o + )— (v=2)) oty

e Y
00(,

_ (Al + Bl> Gio(z,y:t) + yit), (212)
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gdzie
A _ 1 ! Y ! Yy
Ciog (x,y)—ﬁ Ule+35) - U{z—35 9(z,y) (213)
oraz g € D(C}) = L*(R?). Mamy réwniez
A 1
1€l < = (U = U)). (214)
Rozwiazanie réwnania (212) mozemy zapisaé¢ korzystajac z formulty na uzmiennianie stalej
a N ~ t ~ ~ ~ ~
Fl()(t> = et(AlJrBl)Flo(O) + / €(t78)(A1+Bl)ClgF<S)dS. (215)
0
Mamy
~ N —~ t N ~ A o~
Ful0)] o, = [0 Fat0)] [ [ OB B
[Pty r2(E2) 0O ey * 1, (o) .
t A S A o~
< F10<O) +/ e(t—s)(A1+B1)ClF(S)‘ ds
L2(R?) 0 L2(R2)
t
< [|Fnto all[Fe] . a
<[[BoO)] .+ [ G [[FO], 0
_|Fw||,__ +aien|[Fo)
00|, +IGH|FO
~ t
= [|F0(0 —(U' — ) 216
10(0) 2®Y) + h( s 2®) (216)
Dla po1(z, y;t) = 0y0(x, y; t), rownanie ewolucji ma nastepujaca postaé
A~ 1 ~ 1 N
i0r001 (7, Y5 1) = ——3z3y901 + 5 (U <$ + %) -U (-T - %)) 01 (7,y;t)
1 LY / ( y) ~
S -t
h(zU (e + ) 450" (2= Y) ) dle.it)
(1211 + B1> oo1(z,y;t) + Corol(z, y3 1), (217)
gdzie
(C’ g) (z y):1 EU' (:c—l—g)—i-lU’ (:c—g> g(z,y) (218)
o) n\2 2/ "2 2 ’
oraz g € D(Cyp) = L2(R?). Mamy réwniez
U/
|Conl| < - (219)

Uzywajac notacji ﬁm( t) = Up (-, -; t), rozwiazanie réwnania (217) jest zadane przez formute na
uzmiennianie stalej

Fou(t) = B B 0) + / t et=(AtB) & F(s5)ds (220)
0
i analogicznie do poprzedniego przypadku mamy
)] 2y < ([ O]y + 10O,
- Hﬁol(o)‘ . %U; ﬁ(O)‘ . (221)
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Dla go0(z, y;t) = 0%0(x,y;t) réwnanie ewolucji czasowej ma postaé

10,020(, Y3 1) = —%a:caygzo + % <U ($ + %) -U (95 — g)) 020(, y; 1)
(o) 0 (o2 tan

h
T
(1211 + 31) 00 (2, y;t) + 2C10010(x, 3 t) + Cood(, Y3 t), (222)

gdzie

<C'209> (z,y) = % (U” (m + %) -u” (x — %)) g9(z,y) (223)

oraz g € D(Cyy) = L*(R?). Mamy réwniez
1Co0ll < (U" Uy). (224)

Uzywajgc notacji ﬁgo(t) = 020(+,;t), rozwiazanie réwnania (222) mozna zapisaé korzystajac
z formuly na uzmiennianie statej

Fao(t) = et (A1+81) B (0) + / -9 (i) (Omﬁm(s) n ézoﬁ(s)) ds (225)

i analogicznie do poprzednich przypadkéw mamy

¢ ~
HEO@ ‘ ) HF” ‘ @) J H HEO(S)HL%R% A H HF(S)‘ )
= ‘ EO(O)’ 12(R2) ﬁ(U/ U)/ot (’ EO(O)’ vy % (U~ O)’ LW)) ds
2w =un ||Fo),, ..
=B, + 5 = 0D || Fo@)] s + 3 0= 0[O
t
U =UD|[FO)| , . - (226)
Dla 011 = 0,0,0 réwnanie ewolucji ma postac
10,011 (x, y;t) = —%amayﬁu + % <U (a: + %) - U (x - %)) on(z,y;t)
+ % (U’ (x + %) + U (a: - %)) o10(z, ;1)
+or (U” ( g) +U” <x - %)) o(z,y;t)
= <A1 + El) 11(z, ;1) + 2Co1010(x, y3 ) + Cradlx, y; 1), (227)

gdzie

(Crg) (w.y) = (%U” (v+2)+ %U" (- %)) g(@.y) (228)
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and g € D(Cy1) = L2(R?). Mamy réwniez

U//
Gl < == P (229)

Uzywajac notacji ﬁu(t) = 011(+,;t), rozwiazanie rOwnania (227) mozna zapisaé korzystajac
z formuly na uzmiennianie statej

Fiu(t) = AtB) B (0) + / -9 (AreB) (2@01ﬁ10(s) + énﬁ(s)) ds (230)
0
i analogicznie do poprzednich przypadkéw mamy
Pl = ]y +2 [ [Py [ NGl [FO]1
< Ewﬂmm+%ff(ﬁwmpw)§ap— mem>“
"o~
* t% F(O)‘ L2(R2)
= ’ ﬁn(o)‘ Lz + 27;2]/ Flo(o)‘ 22(A) + th; (U; — O)‘ -
+ 0 FO) |, (231)
Dla gpa(z,y;t) = 85@'(% y;t) réwnanie ewolucji ma nastepujaca postaé
i0,B0a(x, y; t) = —%89683,502 + % (U (z+3)-U(2-3%)) ool it
)0 (- )as
(o4 2) 0 (e ) o
= <A1 + B1> 002 (2, y; t) + 2C01 001 (0, y; t) + %C'QO@V(% y;t). (232)
Uzywajac notacji ﬁog(t) = o(+, 1), rozwiazanie réwnania (222) mozna zapisa¢ korzystajac

z formuty uzmienniania statej

Foalt) = At f 0+ /t o(t=9)(A1+B1) (2(301 Foi(s) + %@0 ﬁ(s)) ds (233)

i analogicznie do poprzednich przypadkéw mamy

o) < B[ 2 [0 [[Fon()] o 25+ 5 o0l [T g
<)y = 22 [ (O], + 2 PO )
o =0 |[FO)|, .0
=H%MMBW)2f?EmMLW% ﬁf\ﬁmhm%
2h(U" U (f ‘LZ(RQ). (234)
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Wstawiajac powyzsze wyniki do (211), otrzymujemy
t
Sl

L2(R? o

=2

tp ot i ot a\ \+B
(e Berdeds )" p(0) - ! (4+B) F(0) CHlIF (0) || 2(ae)

0Oy + Ao (U~ U |F(0) HHWQ
nt
IPF(O) 3 + Nhgwxmmm)

+ Cy ([P0 F(0)l 2(g2) +2 Us 1102 F (0)]] L2 ge)

&2
i i Y

2t2
+ (WU/ (Us = U IFO)]] 22y + U"HF< )“L?(R?))

n2

nit / / / /2
M%Q@ﬂmmmwgwm—mm@ﬂwmw s U= U [P0 e

nt
+ RO = U IO
2
+@QWF|MW+2 UL IO+ g U2 IFO)

+ W(Uﬂ Uf) ||F<O)||L2(R2))

3
= 5 (CHlIF () l12e2) + Coll0F (0) s + CslIpF (0) llsacez) + Cal lp0 F (0) [l
+@w2mumw+%w%<mmm)

)
(N_1t4 / / !
S (Co (UL = UDIF (0) l|s2gee) + CSULIIF (0) [|s2(ez) + 2C3UL110.F (0) [l 2o

+ CUJIF (0) [[r2@e) + Cs(Ug — UDNO:F (0) [|12m2) + C5(U,) — UP)F (0) || r2(re)
+ 205U |IpF (0) || 2@z + Co (U = U F (0) ||r2(g2))

(N—-1)2N - 1)t° Cs
N CLUYUS = U)) + (U = UD)* + UL | I (0) [ 22e2)- (235)
Korzystajac z rownosci At = + i wstawiajac F'(0) = f, otrzymujemy réwnanie (208), co konczy
dowdd. O

Btlad lokalny i globalny dla rozpraszania stanu koherentnego na po-
tencjale gaussowskim

Jako przyktad zastosowania wyprowadzonych w tym rozdziale wynikéw zilustrowany zostanie
teraz blad lokalny oraz globalny funkcji Wignera w normie L?(R?) przy schemacie Stranga
dla uktadu rozproszeniowego, w ktorym koherentny stan poczatkowy zadany w postaci funkeji
gaussowskiej ulega rozproszeniu na gaussowskiej barierze potencjatu. Zgodnie z przyjetymi
zatozeniami stan poczatkowy jest wyrazony wzorem

1 (v —0)®  20%(p — po)*
_ _ _ = 236
QO(x?p) ﬂ'h eXp ( 20_92: FL2 J ( )
gdzie parametry gaussianu o, oraz ¢, minimalizujg zasad¢ nieokreslonosci Heisenberga
h2
o202 = —. (237)

P
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Z kolei energia potencjalna zwiazana z gaussowska barierg potencjatu ma postac

22

Ulz) = Upe >, (238)

gdzie Uy jest jej wysokosciag, a og odchyleniem standardowym. Dla tak ustalonych parametrow
badanego uktadu, ponizej zostaly wyliczone jawne postacie wyrazen wystepujacych w udowod-
nionym twierdzeniu o btedzie lokalnym 4.3. Zatem

U, = Uy, (239)
U; =0, (240)
32
U'(z) = —@67@ (241)
% ’
Uo
Ul = 242
e~ (242)
U,
Ui = _0336’ (243)
1 1.2 _ z22
R (244)
20,
Ul = ppTeR (245)
Ul = —%, (246)
B
3 3 _ z2
U (z) = Uy (U—f - :—6> ¢ %, (247)
B B
18 —
vy — v BV (218)
s
18 — 61/6
U = —Us~—— f\/_ (249)
0'B€ 2
3 612 4 22
UD () = Uy (—4 -2 4 x—s) e >, (250)
0p 0Op OB
3
U = Us—, (251)
B
@ . 8—4v10
Ui~ = U0—0—4 g (252)
B 2
1
ool | L2rey = 57 (253)
1
0, e 254
|| QOHLQ(RQ) 20_33\/% ( )
h e
[Pl |22 (m2) = + 2 (255)

16m02 ' 27h’
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h P2
D, = 0
||p QOHL2(R2) \/327ra§ + 40320”717

V3
% N
1900l 2e2 202/7h

3h3 3p2h pd
HPZQOHL%R?):\/ + =+

128702~ 8mo2  2mh’

52

(256)

(257)

(258)

Podstawienie obliczonych wartosci do wyrazenia (193), bedacego czescia twierdzenia 4.3, pro-

wadzi do nastepujacego wyniku

t D n t D A > C
esBtA sB ¢ _ t(A+B) < 43 L +C
I / Fllize < | —mmt o=+ G

h 2 3C
+Cy , B, V3G
32mo3  4domh  202\/mh

16mo2 = 2mh

3h3 3p2h ph
C . : 259
* 6\/12871'0;46 i 8mo? * 27h |’ (259)
gdzie stale C; dlai =1, ..., 6 zdefiniowane w réwnaniach (194), przyjmuja nastepujace postaci
o (15 ), 8 U 5 U3, U (3  4/10-38
RN ACENG 3mh?ode?  6mh?oke  48m2h \ o 031365‘2“@
4 U 1 18 — 616
02 = ) UO )
3mh?oge  12m2h 0%63‘2*/5
4 U? 1 18 — 616
Cy = 2 27 Uo 5—V6 ’
3mh?op\/e 6m2h oe’s
12U,
Co= 6m2h o%e’/?’
1 20U, Up
Cs = —
T 48m2h (0'%63/2 N 0%) ’
1 2Uy Us
Cs = — |- 260
©= Tonh (agez‘»ﬂ * gg) (260)

W dalszej czesci tego podrozdziatu dla uproszezenia przyjmujemy jednostki atomowe, tj. m =
h = 1. Wspdlezynnik przy ¢3 w oszacowaniu bledu lokalnego (259) zalezy od dwdoch parame-
tréow bariery potencjatu, tj. jej wysokosci Uy i odchylenia standardowego op oraz od dwoch
parametrow stanu poczatkowego, tj. pedu poczatkowego py oraz odchylenia standardowego
w przestrzeni polozeniowej o,. Ustalajac po = 0.15 a.u., o, = v/500 a.u., Uy = 0.008 a.u. oraz

op = /50 a.u., wspotezynnik ten przyjmuje wartosé 1.2 x 1075,

Ponizej przedstawimy kilka rysunkéw przedstawiajacych zachowanie tego btedu, gdzie z ko-
niecznosci wartosci czesci parametrow przyjeliSmy jako state. Dla wszystkich statych parame-
trow bedziemy przyjmowaé wartoéci jak przyjete powyzej. Zaleznoéé wspotezynnika przy 3 dla
oszacowania bledu lokalnego (259) w funkcji parametru py przedstawia rysunek 2. Zaleznosé

tego wspotezynnika w funkeji parametréow pg oraz Uy przedstawia rysunek 3.
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4.0 1

3.5 1

3.0 A

2.5 1

2.0 A

local error [10~%a.u.]

1.5 A1

1.0 A1

0.5 A

po [a.u.]

Rysunek 2: Wspotezynnik przy t3 w oszacowaniu btedu lokalnego (259) w funkcji py dla usta-
lonych parametréw o, = v/500 a.u., Uy = 0,008 a.u. oraz og = /50 a.u.

L —

—0.000010 —0.000005 0.000000 0.000005 0.000010

0.0200

0.0175 A

0.0150 A

0.0125 ~

0.0100 A

Up [a.u.]

0.0075 A

0.0050 A

0.0025 ~

0.0000 T T T T 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Rysunek 3: Wspotezynnik przy t* w oszacowaniu bledu lokalnego (259) w funkeji py oraz Uy
dla ustalonych parametréow o, = +/500 a.u. oraz og = v/50 a.u.
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T
—0.000003 —0.000002 —0.000001 0.000000 0.000001 0.000002 0.000003 0.000004

401

35 A

30

oy [a.u.]

25 A

20 A

15 4

0.0 0.1

po [a.u.]

Rysunek 4: Wspotezynnik przy 3 w oszacowaniu bledu lokalnego (259) w funkcji py oraz Uy
dla ustalonych parametrow Uy = 0.008 a.u. oraz og = v/50 a.u.

Wspotezynnik przy t3 w oszacowaniu bledu lokalnego (259) w funkcji py oraz o, dla usta-
lonych parametréw op = /50 a.u. oraz Uy = 0,008 a.u. przedstawia rysunek 4, natomiast
zaleznos¢ tego wspotezynnika w funkcji parametrow Uy oraz opg dla ustalonych pg = 0.15 a.u.
oraz o, = /500 a.u. przedstawia rysunek 5. State C;, i = 1, ..., 6, zadane wzorami (260) mozna
oszacowac nastepujaco, przyblizajac numerycznie wartosci statych liczbowych oraz zaokraglajac
do gory,

Us Uz Uz U
Cy <0.6—2 + 04— +04-—2 +0.2—7,
g g

B Op Op B
U2 U
Cy <0.5-2 +0.2—,
0B Op
U2 U
Cy <0.9-2 +0.4—,
U,
Cy<01—,
Op
U
Cs5 < 01—,
Op
U
Cs < 02—, (261)
OB

oraz dla norm zawierajacych funkcje Wignera

|loollz2(r2) < 0.4, (262)
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T
—0.000004 —0.000003 —0.000002 —0.000001 0.000000 0.000001 0.000002 0.000003 0.000004

22 A

20 A

18 -

16 A

og [a.u.]

14 ~

12 A

10 A

8_

0.0000 0.0025 0.0050 0.0075 0.0100 0.0125 0.0150 0.0175 0.0200
Uo[a.u.]

Rysunek 5: Wspoélezynnik przy 2 w oszacowaniu bledu lokalnego (259) w funkcji Uy oraz op
dla ustalonych parametrow py = 0.15 a.u. oraz o, = /500 a.u.

1
|0z 00| L2(®2) = 0-30—, (263)
1 2
||pQ0||L2(R2) = 002; + 0.2p0, (264)
1 )
9 1
||axQO||L2(R2) = 0527 (266)
2 = 001i 012@ 0.16p2 267
|lp QOHLZ(RZ) = Y +0. 2 -+ 0.16py. (267)
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Stosujac twierdzenie 4.3, otrzymujemy

" s U2 U2 U
llezBetAeaBf — et (AB) f| Lagey < 13 0. 243 +0.16 5 +0.16 75 + 0.08
o oh oh o
U2 Us
+0.15 +0.06
aBaz O‘BO}C
U3 U 1
(0 9—" 4 0. 4—“) \/0.02—2 +0.2p3
OB Op 0%
U Uy
+0.1—5 001—+008 +005 -
O'B z O'BO'
Uo
+02 001—+0 1220 +0 16p¢ (268)
B £E z

Przyjmujac wartosci parametréw Uy = 0.008 a.u., op = v/50 a.u. oraz py € [0.0.5], o
[v/125,4/2000], zalezno$¢ wspotezynnika przy t* w oszacowaniu bledu lokalnego (259) jako funk-
cja parametrow py oraz o, przedstawia rysunek 4.

g00 | — At=5
—— At=10
—— At=20
600 1
=
)
S
S 400 A
s
QO
o
()]
200 1
-
O_

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
t[a.u.]

Rysunek 6: Btad globalny w funkcji czasu symulacji dla réznych dhugosci kroku czasowego At
dla odchylenia standardowego bariery o = /50 a.u.
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— At=5
- At=10
104 — At=20
— 8-
S
S
S 6-
5]
‘©
°
> 47
2_
—
O_

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
t[a.u.]

Rysunek 7: Blad globalny w funkcji czasu symulacji dla réznych dtugosci kroku czasowego At
dla odchylenia standardowego bariery og = /500 a.u.

Na podstawie twierdzenia 4.4, otrzymujemy dla rozwazanego przypadku z bariera gaussow-
ska oraz gaussowskim stanem poczatkowym nastepujace oszacowanie btedu globalnego metody
split-operator dla faktoryzacji drugiego rzedu

t At N A ®
I (e B AtA B> = 6t(A+B)f||L2(R2)

B B B UB UBUx UB%

2 1 Ui 1 P2 U
( 92—1—04%) \/0.02—2+O.2p(2)+0.1—20\/0 01—+008 > +0.05
o o

2
OB 0B - B O'BO'

Uj Ug Ug U Ug Uo
gAtQ( (024—+016—+016——|—008—0+015 +0.06
O’ 0' g

CL‘ 1‘

U
+02—° 001—+012 +016p0>

B 3:

t2 Us U, Us U, U2
+3 <(07 +0.9 0>||f|\L2R2 <0 T— +0.3 0> /1| z2®e) + 0.4=20x f1] 12(r2)
o OB OB

U
+ 03 I flles )

Us
+0.18° = || fll 22y |4 (269)
9B

Dla przyjetych parametrow U = 0.008 a.u., og = v/50 a.u., o, = v/500 a.u. oraz py = 0.15 a.u.
zalezno$¢ oszacowania btedu globalnego (269) od czasu dla kilku krokéw czasowych At przed-
stawia rysunek 6. Warto zauwazy¢, ze z uwagi na wystepowanie o wytacznie w mianowniku po
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prawej stronie nieréwnosci (269), poszerzenie bariery do o = /500 a.u. pozwala na wyrazne
zmniejszenie gornego oszacowania btedu globalnego, co obrazuje rysunek 7. Zauwazmy, ze dla
zupelnie dowolnych operatoréw unitarnych Uy i Uy na przestrzeni L*(R?) oraz f € L?*(R?),
takiej ze || f||z2@2) = 1\v/27 (co odpowiada unormowaniu funkcji Wignera stanu czystego przy
h = 1), mamy nastepujace oszacowanie

2
= HfHL?(R?) + ||f||L2(R2) = \/; ~ 0.8 (270)

zatem uzyskane przez nas oszacowania zawarte w twierdzeniach 4.3 oraz 4.4 majg wartos¢ tylko
w przypadku takiego dobrania parametréw, ze oszacowanie to jest mniejsze niz 1/2\m. Tabela 1
przedstawia wartosci oszacowania btedu lokalnego (nie samego wspoélezynnika stojacego przy
t3, jak robiliémy poprzednio), bledu globalnego na konicu symulacji trwajacej 8000 a.u. oraz
przyblizonego czasu obliczen takiego przypadku na komputerze, ktoéry mieliémy do dyspozycji,
w funkcji kroku czasowego At, przy czym przyjeliSmy odchylenie standardowe bariery op =

V50 a.u.

[00f = Ca

< s

i

L2(R2) L2(R2) L2(R2)

At [a.u.] | bl. lokalny | bt. globalny | czas obliczen
10 1.2-1073 | 2.07- 107 14min

1 1.2-107°% | 2.07 2h 20min

0.1 1.2-107% |2.07-107* 23h 20min
0.01 1.2-1071% | 2.07-107* 9d 17h 20min

Tabela 1: Zaleznos¢ btedu lokalnego, btedu globalnego na koricu symulacji oraz przyblizonego
czasu obliczen dla odchylenia standardowego bariery gaussowskiej o = +/50 a.u. oraz réznych

wartosci kroku czasowego At.

Tabela 2 przedstawia analogiczne wyniki, co tabela 1 z ta réznica, ze przyjeto wieksze

odchylenie standardowe bariery op = +/500 a.u., co zmniejszyto zaréwno btad lokalny, jak

i globalny o rzad wielkosci.

At [a.u.] | bl lokalny | bl. globalny | czas obliczen
10 1.3-107* | 2.86 14min

1 1.3-107"7 2.86 - 1072 2h 20min

0.1 1.3-10719 | 2.86-10~* 23h 20min
0.01 1.3-1071% | 2.86-107° 9d 17h 20min

Tabela 2: Zaleznos¢ bledu lokalnego, btedu globalnego na koncu symulacji oraz przyblizonego
czasu obliczen dla odchylenia standardowego bariery gaussowskiej o = /500 a.u. oraz réznych
wartosci kroku czasowego At.

Do uzyskania tego oszacowania przyjeliSmy najgorszy mozliwy scenariusz, w praktyce btad
bedzie na ogdt sporo mniejszy i w wiekszosci przypadkow mozna stosowaé dtuzszy krok czasowy,
niz wynikatoby to z uzyskanego oszacowania btedu globalnego dla faktoryzacji Stranga.

4.5 Faktoryzacja czwartego rzedu

Jak zostalo juz zasygnalizowane na poczatku tego rozdziatu, uwzglednienie w faktoryzacji po-
dwbjnego komutatora pozwala znaczgco poprawi¢ dokladnosé obliczen. Metoda faktoryzacji



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 59

czwartego rzedu, z ktorej bedziemy korzysta¢ w tej pracy, pochodzi z pracy [52] i ma nastepu-
jaca postaé

eAt(A+B) _ eéAtéegAtAegAtéegAtAe%AtB + O(At5), (271)

gdzie

R VAN 2R
C=B+ K[B’ [A, B] (272)

Roéwnanie (271) jest szczegdlnym przypadkiem ogélnej faktoryzacji (143) dla N = 3 oraz ; = 0,
Y= %, 01 =0, By = %, Yo = %, 09 = 4—18, b3 = %, V3 = %, 03 = 0. Mozna pokazaé, ze

(W) @.p) = FayosW (e, 9)Fop - fp). (273)
przy czym
W(x,y) = Una(z,y) — A4—§ (U’ (x + %) - U’ (x — %))

(U (e+3)+U (2-4)), (274)

gdzie Ua(z,y) =U (z+ %) = U (x — ¥) oraz U'(z) = 9€(z). Metoda faktoryzacji China czwar-
tego rzedu prowadzi do nastepujacego algorytmu obliczeniowego dla pojedynczego kroku cza-

sowego

1AL B iAt
o(z,p;to + At) = Foyspexp <—7UA($7?J)> -7:(/\71p)—>(a:,y) eXp (_TAP)

2Nt
Flay)~(\p) €XP (- 3 W(:r,y))

. iAl
T ap) (o) P (‘7@)

YA\ _
* Flay)—(\p) €XP <_?UA(377 y)) FQ,;—wQ(xap; to). (275)

Blad lokalny oraz globalny dla ogélnego przypadku faktoryzacji (143) w przypadku operatoréw
nieograniczonych zostal oméwiony w pracy [128], nie zostato tam jednak wykonanego szacowa-
nia statej proporcjonalnodci, a jedynie pokazano jak btad sie skaluje w funkcji kroku czasowego.

4.6 Dyskretyzacja transformaty Fouriera

Do symulacji numerycznej réwnania konieczna jest dyskretyzacja przestrzeni fazowej. Jak sie
okaze, dyskretyzacja cigglej transformacji Fouriera nie sprowadza sie do prostego zastapienia jej
dyskretna transformata Fouriera (dla ktérej istnieje bardzo efektywny algorytm szybkiej trans-
formaty Fouriera), lecz ma bardziej skomplikowana posta¢. Nadal mozna w niej wykorzystaé
dyskretna transformate Fouriera, musi ona jednak by¢ potaczona z dodatkowymi operacjami.
Ponizej wyprowadzimy doktadnie taks dyskretyzacje dla jednowymiarowej transformacji Fo-
uriera, jest to wystarczajace, gdyz wielowymiarowe transformacje Fouriera sg tylko iloczynem
tensorowym transformacji jednowymiarowych. Ciggla transformata Fouriera funkcji f wyraza
sie wzorem

F(k) = \/% /R f(x)e**da, (276)
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gdzie ¢ = —1 dla transformaty do przodu i e = 1 dla transformaty do tytu (jest to odpowiednik
FFTsign w bibliotece FETW). Zakladajac, ze f(z) ~ 0 dla « ¢ [—L,, L,], dostajemy

Fi~ o= [

Dyskretyzujemy teraz zmienng z, x, = —L, + nAx, gdzie Az = Nz, n € {0,1,...,N, — 1},

wprowadzamy oznaczenie f,, = f(x,) oraz zamieniamy catke na sume

Vet d. (277)

Ng—1

J% Z fre'ton A, (278)

Dyskretyzujemy tez zmienna k, k,, = —L, + mAk, k € {0,1,..., N, — 1}, gdzie Ak = %
i wprowadzamy oznaczenie F,,, = F(k,,)

Az Nz—1 Ng—1
_ E ieknLJ:7L _ E —Lg+mAk)(—Lz+nAz
V2T
n=0
Ax i
_ ezeLkae—zeLxmAk § fne—zeLknAzezemnAwAk. (279)

V2T p—

Dyskretna transformata Fouriera (DFT) jest dana wzorem

N,—1
_ Z fn 27rzemn/Nz (280)
gdzie znowu € = —1 oznacza transformate do przodu, a € = 1 transformate do tytu. By w sumie

w rownaniu (279) dostrzec DFT, dostajemy warunek na wyktadnik eksponenty

iemnAxAk = 2miemn/N,, (281)
co prowadzi do
27 T
Ak = = — 282
g N, Az L, (282)

Mamy réowniez

AEN, 7wN, =

L —. 283
T2 T2, A (283)
Wstawiamy wyznaczone wartosci Ly, i Ak do réwnania (279)
Ax o
Fm _ eiewNz/Qefiemw Z fnefieﬂnQQﬂ'iemn/Nz. (284)

\ 2T p—

+im — _1, oraz przyjmujac dla uproszczenia pierwszej eksponenty, ze N, mod 4 =

Wiedzac, ze e

0, otrzymujemy
Ny—1

mZ

Przy tych samych zatozeniach mozna zdyskretyzowaé¢ transformate w przeciwng strone

Fm ( fn 27rzemn/Nz (285)

Ny—1
—27riemn/Nx ) (286)

fu = mz
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loczyn wyrazéw normalizacyjnych transformat (285) i (286) wynosi

Az Ak 1
- 2
o N (287)

co zgadza si¢ z iloczynem stalych normalizacyjnych DFT (standardowo uzywa si¢ konwencji
niesymetrycznej dla DFT, transformacja do przodu ma czynnik 1/N,, a transformacja do tytu
czynnik 1, w bibliotece FE'TW transformaty nie sg znormalizowane. Z réwnania (285) widzimy,
ze przy przyjetych zatozeniach mozemy przyblizy¢ ciagla transformate Fouriera jako ztozenie
trzech operacji:

a) mnozenia przez ,grzebien”, czyli funkcje g, = (—1)", n € {0,1, N, — 1},
b) dyskretnej transformacji Fouriera,
c) ponownego mnozenia przez ,grzebien”.

Oznaczmy przez falke nastepujace przesuniecie (FFTshift) dla wektora o parzystej liczbie ele-
mentéw (i tak zalozyliémy wezesniej, ze N, mod 4 = 0)

- — Ne _
fn:{ fatn,2  dla n=0,1,..% (288)

Jn-n, /2 dla n= ]gZ,...,Nx—l.

Lemat 4.5. Dla m € {0,1, ..., N, — 1} zachodzi

Ng—1 Nz—1 "
Z fne—Qm'mn/N _ (_1)m Z fnle—Qﬂlmn//Nw’ (289)
n=0 n’=0

przy czym f, zostalo zdefiniowane w réwnaniu (288).

Dowdd. W pierwszym kroku rozkladamy wyrazenie po lewej stronie réwnania (289) na dwie
sumy

Np—1 -1 Np—1
§ fn 727szn/Nz o E f 67271'zmn/Nz + 2 f e —2mimn /Ny ) (290)
TV - V)
A Er
m
W sumie A,, przesuwamy indeks, n’ = n + £ SE,n=n %
Ngz—1 Ngz—1
B P )
E f . Ng; 2mim(n’ )/Nx _ E fn/_&e 2mimn /Nxewrm
2
n'= Na: n/:%
Ngz—1
§ f . Nz —27rzmn /Nm (291)
n!— Nz
: : ! __ Ny / Ny
W sumie B,, przesuwamy indeks, ' =n — 5, n=n'+ 5=
- 2 —27r7lm(n’—i—h Nz —2mimn’ /Ny _—imm
Bm— fn’-i-%e 2)/ T — fn/-i-%e / ze
1 — I/ —
5

_ (_1\m —2mimn’ /Ny
= (=1) ZO AT : (292)
n'=
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Wstawiajac (291) oraz (292) do réwnania (290), otrzymujemy

N;Ll

N;—1 Ng—1
Z fne—QTrimn/Nw _ Z fn +Nz —27rzmn /Naz + Z f . Nz —27rzmn’/Nx
n=0 n/=0 n/= Nz
Ng—1 _
—Lm Y fwe i (293)
co konczy dowdd. O

Udowodnimy teraz nastepujacy lemat, ktory bedzie przydatny w dalszych rozwazaniach na
temat dyskteryzacji transformaty Fouriera

Lemat 4.6. Niech N, € N, wtedy dyskretna transformata Fouriera z ciagu ( fn)Nx ! wyraza

sie nastepujaco
Ne—1

727rzmn/Nl

Dowdd. Na poczatek rozpatrzmy przypadek m € {0,1, ..., % — 1}, pamietajac o zalozeniu, ze

N, mod 4 = 0, co w szczegblnosci daje nam (—1)+/2 =1

Nz—1
( 1 m+Ng/2 = Az Z 72m’(m+Nz/2)n/Nz

Fm: m+Ng/2 —
Nz—1 N,—1

—imn ,—2mimn/Ng __ —2mmn/Nz
n€ e = e 295
Tw Z )" fne % Z fne (295)

Korzystajac z lematu 4.5, otrzymujemy

Ngz—1

ﬁ fn/€727rzmn’/Nz (296)
=

Teraz przeprowadzimy analogiczny dowdd dla przypadku m € %, vy Ny — 1}

~ Ar & x
Fro = P = (F1)" 2= 3 (1) fue 2T
Ny—1 Nz—1

727rimn/Nzei7rn . e 727r1mn/NI 207
% Z % Z fae (207)

Korzystajac z lematu 4.5, otrzymujemy

Np—1
ﬁm — e —2mimn’ /Nz 208

m ZO £ (298)
co konczy dowdd. O]

Stad alternatywnie mozemy przyblizy¢ ciagta transformate Fouriera jako ztozenie trzech
operacji:

a) przesuniecia FFTshift,
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b) dyskretnej transformaty Fouriera,
¢) ponownego przesuniecia FFTshift.

Na koniec zauwazmy (bedzie to najbardziej praktyczna opcja do symulacji), ze zachodzi réwniez

Nz—1

ﬁ _ _1 m AZE —27rimn/Nx 299

= G0N e . (209)
n=0

Wynika to wprost z réwnan (295) i (297). Zatem alternatywnie mozemy przyblizy¢ ciagla
transformate Fouriera jako zlozenie trzech operacji:

a) dyskretnej transformaty Fouriera,
b) mnozenia przez ,grzebien”,
c¢) przesuniecia FFTshift.

Operacje FFTshift oraz mnozenia przez ,grzebien” sa inwolucjami. Dodatkowo dla N, bedacego
wielokrotnoscia 4 (co juz wezesdniej zatozyli$émy) sa przemienne (wtedy FFTshift jest cyklicznym
przesunieciem o parzysta liczbe N, /2, a ,grzebien” mnozy wezly o parzystych (nieparzystych)
indeksach przez 1 (—1)). Przedstawione w tej czesci rozwazania byly konieczne, gdyz dyskretna
transformata Fouriera (280) jest dyskretyzacja catki

% /O h f(x)e'*dr, (300)

co nie odpowiada naszemu przypadkowi.
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5 Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej.
Wiyniki symulacji

5.1 Warunek poczatkowy i rozpatrywane profile energii potencjalnej

Omowiony algorytm, bazujacy na metodzie spectral split-operator dla zadanego stanu poczat-
kowego w chwili ¢ = 0, umozliwia nam wyznaczenie ewolucji czasowej funkcji Wignera poprzez
sukcesywne dzialanie operatorem ewolucji czasowej o wybrany krok czasowy At. W prezento-
wanej pracy badaniu byty poddane uktady izolowane w ktérych jako stan poczatkowy uktadu
przyjelismy gaussowski stan koherentny lub stan bedacy superpozycja stanéow gaussowskich
z rzeczywistym parametrem modelujacym jakos¢ jego przygotowania. W dalszej czesci pracy
takie stany sa nazywane zdefektowanymi stanami kota Schrodingera [56]. W przypadku dyna-
miki funkcji Wignera dla stanu koherentnego rozpatrywanymi uktadami byty potencjaly uwie-
zienia reprezentowane przez potencjaly ograniczone: gaussowski i wyktadniczo-potegowy oraz
potencjal potograniczony — oscylator harmoniczny. Natomiast w przypadku dynamiki funkcji
Wignera dla zdefektowanego stanu kota Schrodingera byt rozpatrywany potencjal rozprosze-
niowy zadany przez potencjal ograniczony w postaci bariery gaussowskiej.

5.2 Dynamika funkcji Wignera dla stanu koherentnego

Stany koherentne mozna zdefiniowaé jako stany minimalizujace zasade nieokreslonosci Heisen-
berga [2] z ktorej wynika, ze rozwiazaniem réownania [129, 130]

(0 —po) ¥(x) = c(& —x) ¥(x), c€C, (301)
gdzie stata ¢ mozna wyznaczy¢ z warunku
<1/}7 (i. - $0)2¢>L2(R) = 0-3267 (302)
jest funkcja gaussowska w postaci
1 (x —x0)® i
4
w (33) = 27‘_0_2 exp (—T + ﬁpol’ . (303)

Uzyskana funkcja falowa reprezentuje gaussowski stan koherentny o wariancji 02 w przestrzeni
potozeniowej i skoncentrowany wokoél wartodci oczekiwanych potozenia xy i pedu pg. Zgod-
nie z wynikami przedstawionymi w podrozdziale 3.2 funkcji falowej (303) odpowiada funkcja

Wignera w postaci
1 203(p — ) a”
o(x,p;0) = — exp (— = “202) (304)

Jak wynika z konstrukcji teorii kwantowej, istotng role w charakterystyce dynamicznej ukta-
déw odgrywaja wartosci oczekiwane zmiennych dynamicznych. W szczegélnosci dla uktadow
izolowanych taka podstawows wielkoscig charakteryzujaca uktad jest jego energia calkowita.
Zgodnie z wynikami przedstawionymi w rozdziale 3, warto$¢ oczekiwana energii catkowitej
w stanie opisanym przez funkcje Wignera w chwili ¢ jest wyrazona wzorem

E0) = [ (& +06)) ol thdsa. (305)

2m

W czasie symulacji w kazdym kroku czasowym bedziemy wyznaczaé¢ wartos¢ oczekiwana energii
catkowitej badanego uktadu. Jako ze rozpatrywany uktad jest izolowany, nalezy oczekiwaé, ze
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wartos¢ oczekiwana energii catkowitej powinna by¢ stata, a jakiekolwiek odchylenia od tej
wartosci postuza nam za miare doktadnosci zastosowanego algorytmu numerycznego. Ponizej
bedziemy rozpatrywali nastepujace miary bledu dla przeprowadzonych obliczen

error(E;t, At) = E™™(t, At) — B (306)

oraz

error(F; At) = max lerror(E; t, At)], (307)

gdzie E™™ jest wartoscig oczekiwang energii catkowitej obliczanej numerycznie w czasie sy-
mulacji, natomiast £ jest dokladng wartoscig energii calkowitej rozpatrywanego ukladu
izolowanego.

Jak juz to zostalo wczesniej wspomniane, (por. podrozdz. 5.1) beda rozpatrywane nastepujace
profile energii potencjalnej:

a) studnia parabliczna

1
Usuo(z) = §mw2x2, (308)

b) studnia gaussowska

Ua(z) = Uy {1 — exp (—x—Q)} (309)

2
20%

¢) studnia wyktadniczo-potegowa

Upg(z) = Uy {1 —exp [— (\/%CUB)%] } : (310)

dla n = 2. Przy okazji warto zaznaczy¢, ze energia potencjalna wyrazona wzorem (309)
jest szczegblnym przypadkiem funkcji wykladniczo-potegowej (310) dla n = 1.

W powyzszych réwnaniach (308)-(310) uzyte symbole maja nastepujace znaczenie m jest masa
czastki, w jest czestosdcig kotows oscylatora harmonicznego, Uy jest gleboko$cig studni poten-
cjalu, a o, jest zwigzana z szerokosciag studni potencjatu. Dla przyjetych wartosci parametrow,
ktore zostana podane w dalszej czesci, profile energii potencjalnych sa przedstawione na rys. 8.

10

U(x) [a.u.]

Rysunek 8: Rozwazane profile energii potencjalnej: oscylator harmoniczny (SHO), studnia gaus-
sowska (G) i studnia wyktadniczo-potegowa (PE).
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Majac zadang funkcje Wignera w stanie poczatkowym (304) oraz trzy powyzsze profile ener-
gii potencjalnej, mozemy wyznaczy¢ analitycznie wartosci oczekiwane energii potencjalnej dla
kazdego z tych przypadkéw na podstawie wzoru (305). W rezultacie otrzymujemy nastepujace
wyrazenia:

a) dla studni parabolicznej

erac 1 [ h? mw?
Egh6 = P (472 +P<2)> + To-%v (311)
b) dla studni gaussowskiej
1 h? o2
Eexact S 2 U 1— B 312
c¢) dla studni wyktadniczo-potegowe;j
1 h? o2 ot o
exact __ 2 B B B
= g (i +8) 0 - mgee () 1 ()] o

gdzie K, (z) jest zmodyfikowana funkcja Bessela drugiego rodzaju.

Wszystkie obliczenia zostaly przeprowadzone w jednostkach atomowych (a.u.), to znaczy h =
m = 1. Szczegdlnego znaczenia nabiera przypadek parabolicznej studni potencjatu, bowiem
ewolucja czasowa moze zosta¢ wyznaczona analitycznie i dla tego przypadku wprowadzamy
dodatkowsg miare doktadnosci algorytmu numerycznego, konkretnie

exrac num 2 ’
error(g; At) = max {hz (057t (t) — o™ (t; At)] AmAp} . (314)
ij

Jest to pierwiastek sredniego btedu kwadratowego funkcji Wignera, a stata h zostata wprowa-
dzona, by zapewni¢ bezwymiarowo$¢ rozwazanej miary btedu.

Potencjal oscylatora harmonicznego

W naszych obliczeniach korzystalismy z energii potencjalnej (308) z parametrem w = 1/v/5 a.u.
W funkcji Wignera stanu poczatkowego (304) przyjelismy z kolei py = 1 a.u. oraz o2 = 0.25 a.u.
Wtedy warto$¢ oczekiwana energii catkowitej (311) przyjmuje wartosé¢ E5a® = 1.025 a.u. Mak-
sima bledow energii potencjalnej w czasie calej symulacji dla faktoryzacji operatora ewolucji
czasowej drugiego oraz czwartego rzedu zostaly przedstawione na rysunku 9 w funkcji kroku
czasowego At. Rysunek ten pokazuje, ze dla najkrétszego kroku czasowego At = 0.05 a.u. me-
toda czwartego rzedu daje nam btad o pie¢ rzedéw wielkosci mniejszy, niz w przypadku metody
drugiego rzedu. Nawet dla najdtuzszego rozwazanego kroku czasowego At = 1.6 a.u. btad me-
tody czwartego rzedu jest porownywalny do do btedu metody drugiego rzedu z najkrétszym
krokiem czasowym At = 0.05 a.u.
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Rysunek 9: Maksima btedu energii catkowitej w czasie symulacji dla réznych krokow czaso-
wych w przypadku algorytmoéw drugiego oraz czwartego rzedu zastosowanych w przypadku
potencjalu oscylatora harmonicznego

Zalezno$é czasowa bledu energii catkowitej w czasie symulacji, dla kazdej z metod, zostala
przedstawiona na rysunku 10.
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Rysunek 10: Zaleznos¢ btedu energii catkowitej od czasu dla réznych wartosci krokéw czaso-
wych: At = 0.05 a.u. (linia ciagta) oraz At = 0.1 a.u. (linia przerywana) dla a) algorytmu
drugiego rzedu oraz b) algorytmu czwartego rzedu, w obu przypadkach dla potencjatu oscyla-
tora harmonicznego.

Jedyna widoczna réznica pomiedzy wykresami dla tych dwédch réznych krokéow czasowych
jest skalowanie, ksztalt pozostaje praktycznie ten sam. Obserwacja ta jest tez prawdziwa dla
wszystkich pozostalych krokéw czasowych, ktére byty rozwazane. W przypadku oscylatora har-
monicznego rownanie Moyala moze zostaé¢ rozwigzane analitycznie, chociazby przy pomocy
metody charakterystyk (patrz podrozdzial 3.2 w [126]). Rozwiazanie to ma postaé¢ [131]

o(z,p;t) =0 <1: cos wt — 2 sin wt, p coswt + mwz sin wt; 0> ) (315)
mw

Dla stanu poczatkowego w postaci (304) powyzsza formuta prowadzi do nastepujacej ewolucji
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czasowej funkcji Wignera
( n 1 (x coswt — -L-sin wt) ?
x,p,t) =—e —

262 (p cos wt + mwa sin wt — po)?
_ =

(316)

Maksima btedéw dla funkcji Wignera dla obu rozwazanych faktoryzacji operatora ewolucji
czasowej w funkcji dtugosci kroku czasowego At sg przedstawione na rysunku 11. Mozemy za-
obserwowac, ze dla najkrétszego kroku czasowego At = 0.05 a.u. metoda czwartego rzedu daje
btad o pie¢ rzedow wielkosci mniejszy, niz metoda drugiego rzedu. Nawet dla najdtuzszego roz-
wazanego kroku czasowego At = 1.6 a.u. btad metody czwartego rzedu jest porownywalny do
btedu metody drugiego rzedu z najkrotszym krokiem czasowym At. Blad funkcji Wignera za-
chowuje si¢ praktycznie identycznie do btedu energii catkowitej na rysunku 9 poza minimalnym
odchyleniem od zalezno$ci liniowej w podwojnej skali logarytmicznej dla najdtuzszego kroku
czasowego w metodzie drugiego rzedu.
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Rysunek 11: Maksima wartosci btedu funkcji Wignera w czasie symulacji dla réznych krokow

czasowych w przypadku faktoryzacji drugiego oraz czwartego rzedu zastosowanych do uktadu
z potencjalem oscylatora harmonicznego.

Potencjal gaussowski

W naszych obliczeniach uzywalismy energii potencjalnej (309) z wartosciami parametrow Uy =
8 a.u. oraz o = 40 a.u. W funkcji Wignera dla stanu poczatkowego (304) przyjeto py =
1 a.u. oraz o} = 0.25 a.u. Wtedy wartos¢ oczekiwana energii catkowitej (312) wynosi E;* =
1.024883 a.u. Maksima btedu energii catkowitej dla obu faktoryzacji operatora ewolucji czasowe;
zostaly przedstawione na rysunku 12. Okazuja si¢ one analogiczne do wynikéw uzyskanych
poprzednio dla potencjatlu oscylatora harmonicznego. Analogicznie dla kroku czasowego At =
0.05 a.u. metoda czwartego rzedu daje btad mniejszy o pie¢ rzedéw wielkosci, niz metoda
drugiego rzedu. Réwniez dla najdtuzszego badanego kroku czasowego At = 1.6 a.u. btad dla
metody czwartego rzedu jest poréwnywalny do btedu dla metody drugiego rzedu i najkrotszego
kroku czasowego At = 0.05 a.u.
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Rysunek 12: Maksima btedu energii catkowitej w czasie symulacji dla réznych krokéw czasowych
w przypadku faktoryzacji rzedu drugiego oraz czwartego dla uktadu z potencjatem gaussowskim.

Potencjal wykladniczo-potegowy

W naszych obliczeniach uzywaliSmy energii potencjalnej (310) z nastepujacymi wartosciami
parametraméw Uy = 8 a.u. oraz 0% = 40 a.u. W funkcji Wignera dla stanu poczatkowego (304)
przyjeliémy tak jak poprzednio py = 1 a.u. oraz 02 = 0.25 a.u. Wartos¢ oczekiwana energii catko-
witej dla takiego uktadu (312) wynosi E;*** = 1.000234 a.u. Maksima btedu energii catkowitej
dla obu faktoryzacji operatora ewolucji czasowej zostaty przedstawione na rysunku 13. Przed-
stawiajg one bardzo podobne zachowanie do wynikéw uzyskanych poprzednio dla oscylatora
harmonicznego oraz potencjatu gaussowskiego, przedstawionych na rysunkach odpowiednio 9
oraz 12.
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Rysunek 13: Maksima btedu energii catkowitej dla réznych krokéw czasowych oraz faktoryzacji
drugiego i czwartego rzedu dla uktadu z potencjatem wyktadniczo-potegowym.

Podsumowanie

W podsumowaniu, badaliémy dynamike funkcji Wignera dla stanu koherentnego w przestrzeni
fazowej dla trzech réznych potencjatow uwiezienia, zgodnie z réwnaniem Moyala zadajgcym
ewolucje czasowg funkcji Wignera. Analizowalismy doktadnosé algorytmu bazujacego na meto-
dzie spectral split-operator dla roznych dtugosci kroku czasowego oraz dla faktoryzacji operatora
ewolucji czasowego drugiego i czwartego rzedu. Faktoryzacja czwartego rzedu zostata po raz
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pierwszy uzyta do badania dynamiki funkcji Wignera w przestrzeni fazowej. Wpltyw warunkow
brzegowych na dynamike funkcji Wignera zostal ominiety poprzez zastosowanie na tyle duzego
pudta obliczeniowego, by w czasie catej symulacji funkcja Wignera nie dotarta do brzegéw pudta
obliczeniowego. Uzywany przez nas rozmiar siatki obliczeniowej 1024 x 1024 jest na tyle du-
zy, ze blad zwigzany z dyskretyzacja zmiennych przestrzenno-fazowych jest znacznie mniejszy,
niz blad zwiagzany z faktoryzacja operatora ewolucji czasowej dla rozwazanych dtugosci kroku
czasowego. Jako miary dokladnosci algorytmu uzywaliSmy odchylenia wartos$ci energii catko-
witej od wartosci doktadnej wyznaczonej analitycznie. Dla kazdego profilu energii potencjalne;
otrzymalismy bardzo podobne zalezno$ci btedu energii catkowitej w funkcji dtugosci kroku cza-
sowego. Wspomniane zaleznosci sa bardzo bliskie liniowym w podwdéjnej skali logarytmicznej,
co oznacza, ze sg one bardzo bliskie zaleznosciom potegowym. Doktadniej, niezaleznie od posta-
ci energii potencjalnej, btad energii catkowitej jest w dobrym przyblizeniu proporcjonalny do
pewnej potegi kroku czasowego, ktora to potega okazata sie réwna rzedowi uzytej faktoryzacji
operatora ewolucji czasowej. Dla zadanej faktoryzacji operatora ewolucji czasowej oraz zada-
nego profilu energii potencjalnej, btad energii catkowitej w funkcji czasu wykazuje praktycznie
identyczny ksztalt niezaleznie od diugosci kroku czasowego, ktoy ma jedynie wptyw na ska-
lowanie tego btedu. Doktadniej to skalowanie ma postac¢ ilorazu dlugo$ci dwoch rozwazanych
krokow czasowych podniesionego do potegi rownej rzedowi faktoryzacji operatora ewolucji cza-
sowej, ktora jest uzywana. Dodatkowo, w przypadku oscylatora harmonicznego przebadalismy
réwniez bltad w normie L? dla numerycznie wyznaczonej funkeji Wignera w stosunku do funk-
cji Wignera wyznaczonej analitycznie. Zaobserwowane zachowanie btedu oraz jego skalowanie
jest bardzo bliskie wynikom zaobserwowanym dla btedu energii catkowitej. Po przeprowadzeniu
wszystkich symulacji mozemy bez watpienia stwierdzi¢, ze metoda faktoryzacji operatora ewo-
lucji czasowej rzedu czwartego jest wyraznie lepsza, niz faktoryzacja rzedu drugiego. Metoda
czwartego rzedu wymaga jedynie 5/3 razy wiecej operacji do obliczenia pojedynczego kroku
czasowego (dziesigé¢ transformat Fouriera i pie¢ iloczynéw Hadamarda w poréwnaniu do szesciu
transformat Fouriera i trzech iloczynéw Hadamarda dla faktoryzacji drugiego rzedu), a jedno-
czesnie daje o kilka rzedow wielkosci lepsza doktadnosé obliczen dla identycznej dtugosci kroku
CZasowego.

5.3 Dynamika funkcji Wignera dla zdefektowanego stanu kota
Schrodingera

Ogodlna charakterystyka zdefektowanego stanu kota Schrodingera

Jednym z fundamentéw teorii kwantowej jest zasada superpozycji stanéw zgodnie z ktora uktad
kwantowy moze znalez¢ si¢ w stanie bedacym kombinacja liniowa réznych stanéw realizowanych
przez rozpatrywany uktad. Za przyktad zastosowania tej zasady do modelowania nieklasycz-
nych stanéw uktadu kwantowego moze poshuzy¢ konstrukeja funkceji falowej bedacej kombinacja
liniowa dwéch identycznych pakietéw gaussowskich rozsunietych przestrzennie [132]. Tak utwo-
rzona funkcja falowa jest czesto wykorzystywana do opisania nieklasycznego stanu nazywanego
stanem kota Schrodingera [31]. W reprezentacji potozeniowej funkcja falowa takiego stanu moze
by¢ zapisana w nastepujacej postaci

Ysc(x) = Nge (\/ 1 — By (x) + \/Beia%(l’)) ; (317)

przy czym gaussowskie funkcje falowe 1 o(z) tworzace ten stan przyjmujemy w postaci zgodne;
ze wzorem (303), tj.

brolz) = ! exp (—M+%<p> x) (318)
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Podstawienie ich do wyrazenia danego wzorem (317) prowadzi do funkcji falowej dla stanu kota
Schrodingera w nastepujacej postaci

Ysc(r) = Nsc (\/ 1 — Bexp <—m + %(@ 35)

2
4o

4 z—(zs))? i
+ v/Be exp (—%%— ﬁ(p> m)) , (319)
gdzie parametry Ngc, 3,60 € R. Parametr (8 jest zwiazany ze stosunkiem amplitud tych dwo6ch
funkcji falowych tworzacych superpozycje, Nsc jest stala normalizacyjng, 0 jest fazag wzgled-
ng miedzy dwoma pakietami gaussowskimi natomiast pozostate symbole wystepujace w tym
wyrazeniu sg zgodne ze standardowymi oznaczeniami, przy czym <:c1(2)> oznacza wartos¢ ocze-
kiwang potozenia dla pierwszego (drugiego) gaussianu, a (p) oznacza wartos¢ oczekiwana pedu.
Macierz gestosci w reprezentacji potozeniowej odpowiadajaca stanowi kota Schrodingera (317)
ma nastepujaca postac

pscle,y) = vso(eholy) = Nic( (1= B)vr (@) (y) + Ba(@)s(y)
+ VB = B) (“alw)i(y) + ¢ “al@)ui(y)) ), (320)

natomiast dla stanu mieszanego utworzonego z dwoch pakietéw gaussowskich v (z) oraz vs(x),
macierz gestosci ma postaé

Pinic(,Y) = Nipip (1= B) 1 (2)95(y) + Bba ()5 (y)) - (321)

Z poréwnania wzoréow (320) i (321) wynika, ze macierz gestosci odpowiadajaca stanowi kota
Schrodingera zawiera dodatkowy wyraz, reprezentujacy interferencje kwantowa pomiedzy sta-
nami v (x) i o(x). Nastepnie wprowadzmy macierz gestosci odpowiadajaca zdefektowanemu
stanowi kota Schrodingera (ang. defected Schrodinger cat state — DSC' state) [56, 133, 134] ja-
ko interpolacje pomiedzy wprowadzonymi wczesniej stanami reprezentowanymi przez macierze
gestosci (320) i (321). Zatem, macierz gestosci stanu DSC ma postaé

posc(@,y) = NE((1 = 8) va @) (v) + Bia(@)43(v)
+ VB =B) (")) + e Pn(@i) ). (322)

gdzie T € [0, 1], a stala normalizacyjna Nr ma nastepujaca postaé

NG

) _

Nr = (1 + 20/ B (1 — B)exp (— ((x1>802(x2>) ) Cos 9) : (323)
W ogélnosei dla I' < 1 jest to stan mieszany, w ktérym zostala zniszczona cze$é (badz catosé
dla I' = 0) interferencji kwantowej miedzy gaussianami. Wartoscig parametru I' < 1 mozemy
modelowac¢ nieunikniong w warunkach eksperymentalnych niedoskonatos¢ przygotowania stanu
kota Schrodingera i zwiazana z tym utrate czesci interferencji kwantowej pomiedzy gaussianami.
Podstawienie wyrazenia danego wzorem (322) do wzoru na funkcje Wignera (118), pozwala
wyprowadzi¢ jawna postaé tej ostatniej. W rezultacie funkcja Wignera stanu DSC' przyjmuje
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nastepujaca postac

opsc(w,p) = Ng%exp (_ (z —(z1))” 203 (p—(p)) >

202 h?
) B (¢~ (x2))* 203 (p— (1))’
+ Npﬁiexp (— 2072 — 72 )
+ 2N§F¥COS (0 + M (p— <p))>

~exp | — - , (324)

Wprowadzona powyzej funkcja Wignera dla stanu DSC' (324) bedzie uzyta w dalszej czesci ja-
ko warunek poczatkowy dla réwnania Moyala z nastepujacymi parametrami: (z;) = —500 a.u.,
(x3) = =700 a.u., (p) = 0,15 a.u., 02 = 500 a.u., § = 0 oraz 8 = 0,5. Wybér wartosci 8 = 0.5
byl podyktowany tym, ze wtedy funkcja /B(1 — ) osiaga maksimum. Tym samym mamy
wtedy najsilniejsza interferencje pomiedzy stanami koherentnymi. Odleglo$é miedzy centrami
obu pakietéw gaussowskich |(z1) — (z2)| dobrano tak, aby przy zadanym o2 oba pakiety gaus-
sowskie praktycznie si¢ nie przekrywaly, a z drugiej strony nie byta przesadnie duza, jako ze
eksperymentalna produkcja takich stanow staje sie bardzo trudna, gdy chcemy uzyskac znaczne
rozseparowanie przestrzenne pakietow bedacych w superpozycji. Na rysunku 14 przedstawiono
wplyw zmian wartosci parametru I' na funkcje Wignera stanu DSC' dla réznicy faz 6 = 0, co
w zasadzie jest podyktowane dalszym wykorzystaniem jej w obliczeniach zwiazanych z ewolucja
CZasSOW3.

2.5

ar=o ' b)r=05 ' or=1_ ' 3 3

S 2.0} 1t 1t T2 =
© 1
- — o
L L5F 1 r 1t — 1l Fo 2
= 13
S 10} 1 F 1 F W 2
0.5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -3 Q

|
("]
|
~
|
o
|
]
|
B
|
(]
|
~
|
o
|
ul
|
H
|
(]
l
~
|
o
|
ul
|
D

x [102 a.u.] x [102 a.u.] x [102 a.u.]

Rysunek 14: Funkcja Wignera stanu DSC dla 8 = 0 oraz réznych wartosci I'.

Jak wynika z przedstawionego rysunku, parametr I' znaczgco modyfikuje jedynie amplitude
wyrazu interferencyjnego w funkcji Wignera, a w granicznym przypadku odpowiadajagcym I' = 0
prowadzi do jej wygaszenia. Z drugiej strony na rysunku 15 zilustrowano takze wptyw wzgledne;j
fazy 6 pomiedzy dwoma pakietami gaussowskimi dla parametru I' = 1.
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Rysunek 15: Funkcja Wignera stanu DSC dla I' = 1 oraz réznych wartosci 6.

Jak z niego wynika, wzgledna faza manifestuje si¢ wytacznie poprzez przesuniecie w fazie co-
sinusa modulujacego gaussian we wspomnianym juz wyrazie interferencyjnym. Jednakze dalsza
analiza wptywu wzglednej fazy na dynamike kwantowa stanu DSC' nie byta przedmiotem tej
pracy i w zwigzku z tym nie bedzie ona dalej omawiana szczegétowo. Znajomosé jawnej postaci
funkcji Wignera dla stanu DSC wyrazonej wzorem (324) umozliwia wyznaczenie jej rozktadow
brzegowych zgodnie ze wzorami (123) oraz (124). Zatem, rozktad brzegowy odpowiadajacy
stanowi DSC' w przestrzeni polozeniowej ma posta¢ wyrazona nastepujacym wzorem

n(z) = \/]2\[5—0% ((1 — ) exp (‘%) + [ exp (__(3: _2(%32» > )

(@1)+(@2) \ 2
ON2T/B(1 — B — (29))” v
L 20 QW(U:% ) exp <_<<x1>80:%<x2>> ) exp _< 20; ) cosf. (325)

Jako, ze dla przyjetych parametrow stanu warto$¢ czynnika eksponencjalnego exp|—({x;) —
(x2))/(802%)] wynosi 0,454 x 107", to trzeci sktadnik po prawej stronie w (325) jest w zasa-
dzie zaniedbywalny. Stad rozktad brzegowy w przestrzeni potozeniowej praktycznie nie zalezy
od parametréw I' i 0 dla rozpatrywanego stanu DSC. Kompletnie inaczej sytuacja wyglada
w przypadku rozktadu brzegowego w przestrzeni pedowej dla tego stanu, mianowicie jest on
wyrazony wzorem

n(p) = ]\:”202 <1+2\/17—Fcos <€+ 2 >h i) (p— (p))))

- exp (-M) . (326)

Na rysunku 16 zostal przedstawiony powyzszy rozktad brzegowy w przestrzeni pedowej dla
roznych wartosci parametrow 0 i I', przy czym wartosci pozostatych parametréow charakteryzu-
jacych ten stan pozostaly takie same jak poprzednio.
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Rysunek 16: Rozktad brzegowy funkcji Wignera stanu DSC w przestrzeni pedowej dla r6znych
wartoéci I'i 60 = 0.

W rozktadzie brzegowym w przestrzeni pedowej, ktory moze by¢ relatywnie prosto zmierzo-
ny eksperymentalnie, wyraznie zaznacza si¢ wpltyw poszczegélnych parametrow naszego stanu.
Obwiednia takiej gestosci ma zawsze posta¢ gaussianu, natomiast wraz ze wzrostem parame-
tru I pojawiaja sie coraz wyrazniejsze oscylacje (ich amplituda jest wprost proporcjonalna do
wartosci tegoz parametru (patrz wzor (326)). Zmiana parametru 6 prowadzi do przesuniecia
wspomnianych oscylacji w fazie. Dodatkowo czestotliwosé tych oscylacji jest wprost propor-
cjonalna do odlegtosci miedzy centrami obu pakietow falowych tworzacych stanu DSC. Warto
w tym miejscu zwrdci¢ uwage na na niezbyt intuicyjny efekt zwigzany z rozpatrywanym stanem
DSC', mianowicie tak skonstruowany stan, tzn. ztozony z dwoch stanéw koherentnych o war-
tosci oczekiwanej pedu (p), sam nie zawsze ma wartos¢ oczekiwana pedu réwna (p), ale jest on
funkcja jego parametréw, konkretnie wyraza sie ona nastepujaco (wprowadziliémy oznaczenie

D = [(z1) — (22)])
<p>DSC = /R2 po(x, p)dxdp

= Ny (<p> +20/B(1 = ) exp (—8%) (<p> cost + Z—?)) :

x

(327)

Ustalajac wartosci pozostalych parametréw charakteryzujacych stan DSC' tak samo jak w po-
przednim przypadku, tj. D = 200 a.u., ped poczatkowy (p) = 0.15 a.u., 3 = 0.5, 0, = v/500 a.u.,
policzylismy wartosci oczekiwane pedu stanu DSC' dla réznych wartosci I' oraz 6. Wyniki tych
obliczen zostaly zebrane i przedstawione w tabeli ponize;j.

T [6=0 h—1 0—n
0 |0,15 0,15 0,15

0,5 | 0,149990920220 | 0,149990920014 | 0,149990919308
1| 0,149981840853 | 0,149981840028 | 0,149981839204

Tabela 3: Wartosé¢ oczekiwana pedu wyrazonego w [a.u.] dla stanu DSC' dla réznych wartosci
parametrow 0 i I

Uzyskane wyniki pozwalaja stwierdzi¢, ze wptyw rozpatrywanych parametrow na wartos¢
oczekiwana pedu stanu DSC' jest praktycznie pomijalny, bowiem w tych przypadkach wartosci
oczekiwane pedu sa do siebie bardzo zblizone. Na zakonczenie charakterystyki stanu DSC
wyznaczymy jeszcze wplyw wartosci parametréw I' i 0 na wartos¢ oczekiwang jego energii
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kinetycznej, ktora jest okreslona wzorem
p? 1 g~
Epsc = /%QDSC(JC,p)dxdp = %/p n(p)dp
NE 7h? NET D?
=L (<p>2 + ) + ;;L B(1— 3)exp (——)

2 r‘% 82
P e e ) hD
. (160§ (402 — D?) cos 0 + (p)” cos(0) — 2 (p) o7 S 9) : (328)

Ustalajac wartosci pozostatych parametrow charakteryzujacych stan DSC' tak samo jak w po-
przednim przypadku, tj. D = 200 a.u., ped poczatkowy (p) = 0.15 a.u., 5 = 0.5, 0, = V500 a.u.,
policzyliSmy wartosci energii kinetycznej tego stanu. Wyniki tych obliczen zostaly zebrane
i przedstawione w ponizszej tabeli.

T [6=0 h—1 0—n
0 | 0,0114994779245 | 0,0114994779245 | 0,0114994779245
0,5 | 0,0114996254676 | 0,0114998184085 | 0,0114993303814
1| 0,0114997730107 | 0,0115001588925 | 0.0114991828384

Tabela 4: Warto$¢ oczekiwana energii kinetycznej wyrazonej w [a.u.] dla stanu DSC' dla réznych
wartos$ci parametréow 6 i I.

Uzyskane wyniki pozwalaja stwierdzi¢, ze wptyw rozpatrywanych parametréw na energie ki-
netyczng stanu DSC' jest bardzo nieznaczny, bowiem w tych przypadkach wartosci oczekiwane
energii kinetycznej sa bardzo zblizone do siebie. Z kolei wptyw parametru (p) na warto$¢ ocze-
kiwana energii kinetycznej stanu DSC przedstawia rysunek 17.

E[1072 a.u.]
N
T
1

0O 1 2 3

(p) [107! a.u.]

Rysunek 17: Warto$¢ oczekiwana energia catkowitej stanu DSC' w funkcji (p).

Uzyskane wartosci praktycznie nie zaleza od warto$ci parametréow I' oraz 6 dla uprzednio
przyjetych pozostatych parametéow charakteryzujacych rozpatrywany stan DSC.

Ewolucja rozktadéw gestosci prawdopodobienstwa

Ewolucja czasowa funkcji Wignera stanu DSC' poruszajacego sie w pustej przestrzeni jest roz-
wigzaniem réwnania Moyala (127) dla energii potencjalnej U(z) = 0. Rozwiazanie tego réw-
nania mozna uzyska¢ stosunkowo prosto poprzez zastosowanie metody charakterystyk (patrz
podrozdziat 3.2 w [126]). W rezultacie zalezno$¢ czasowa funkcji Wignera rozwazanego stanu
moze by¢ zapisana w postaci [131]

t
o(z,p;t) = o (:L" — D 0) : (329)
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Dzigki temu mozna takze wyznaczy¢, zgodnie ze wzorem (123), ewolucje czasowa rozktadu
gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni potozeniowej n(x;t). Uzyskany w ten sposéb roz-
ktad n(z;t) jest wyrazony wzorem

n(r;t) = /Q(ﬂf,p; t)dp = /Q (af - %p,p; 0) dp. (330)

Przyjmujac, ze w chwili poczatkowej stan DSC' jest zadany przez funkcje Wignera o(z, p;0)
wyrazong wzorem (324), otrzymujemy

n(z;t) = Ot{ (1—05)exp [— (x _ <x21;2?t)5 (p)) + Bexp [_ (m _ <x2222?t)ﬁ (p)) ]
(33 . (x1>-§(x2> ot <p>>2
+2I'\/B (1 — B)N(t) exp 2071) =
- cos {9 + k() (a: _ w _ % <p>)] } (331)

gdzie funkcje: o2(t), N(t), k(t) oraz C(t) wystepujace w tym wyrazeniu sa okreslone w naste-
pujacy sposob

o?(t) = o2 (1 + W ) : (332)

4,12
doim

N(®) = exp <_ngg (1) — <x2>>2) | (333)

2 (h*t2 4 4o2m?)

O = a3

N? 2mo2m?
e = T \/ h?t? + 4oim?’ (335)

przy czym Np wyraza sie wzorem (323). Ostatni sktadnik we wzorze (331) zawiera zalezny od
czasu czynnik N (t), ktory jest funkcjg Scisle rosnaca na przedziale [0, 00) i o tej whasnosci, ze
lim; .o, N(t) = 1. Wykres tej funkcji, dla réznych wartosci odlegtosci D miedzy gaussianami
tworzacymi rozpatrywany stan, jest przedstawiony na rysunku 18 dla nastepujacej wartosci
wariancji 02 = 500 a.u. Z przedstawionej zaleznosci wynika, ze tempo wzrostu funkcji N (¢)
maleje wraz ze wzrostem odlegtosci D.
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T
—— D=100
D =200

—— D=500

N(t)
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0 2 4 6 8

t[103 a.u.]

Rysunek 18: Zaleznosé czasowa N (t) dla roznych wartosci D = |(z1) — (z2)].

Ewolucja czasowa rozkladu gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni poltozeniowej n(z;t)
okreslona wzorem (331) moze zosta¢ wyrazona w nastepujacej postaci

n(x;t) = ny(x;t) + na(z;t), (336)

gdzie wyraz n(z;t) jest dany wzorem

(= (z1) — L (p))”
202(t)

202(1)

ni(x;t) = C’t{ (1—p)exp [—

+ Bexp [— (r = (@) = 5 ) ] }, (337)

natomiast wyraz nq(z;t) ma nastepujaca postaé

(o - 2t _ £ )’

- cos {9 + (1) (:,1: - w _t @))} } (338)

Przedstawiony podziat rozktadu gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni potozeniowej po-
zwala stwierdzi¢, ze istotny wplyw parametru I' na analizowany rozkitad wynika z wyrazu
ns(x;t), bowiem modyfikacja wyrazu ny(x;t) pochodzaca od I' jest zaniedbywalna dla rozsepa-
rowanych gaussianoéw. Na rysunku 19 zostata przedstawiona ewolucja czasowa rozktadu gestosci
prawdopodobienstwa w przestrzeni potozeniowej dla réznych wartosci parametru I'. Dla para-
metru [' = 0 obserwujemy, ze oba gaussiany sie rozszerzaja, az w pewnym momencie zlewaja
sie ze sobg. Dla niezerowych wartosci I' obserwujemy réznice w ewolucji czasowej w stosunku
do przypadku I' = 0 dopiero po uptywie pewnego czasu. Jest to zwiazane z faktem, ze funkcja
N(t) sterujaca amplituda funkcji ne(z;t) w chwili poczatkowej przyjmuje wartosé 0 i narasta
wraz z uptywem czasu.
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Rysunek 19: Ewolucja gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni potozeniowej w przypadku
puste]j przestrzeni.

Rysunek 19 moze by¢ uwazany za rodzaj tzw. dywanu kwantowego (z ang. quantum carpet) ob-
razujacego zmiany czasowe rozktadu gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni potozeniowe;j
na ptaszczyznie czas-potozenie.

Z kolei rozktad gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni pedowej wyrazony wzorem (326)
zostal przedstawiony na rysunku 20.

oF T T T = = T T = F T T =
— 3 —
S 4L 4 L 41 L i =
24 2 ®
3,1l 1L 1L 1.2
= 1 =

a)=0 b) '=0.5 cr=1
0 1 1 1 1 1 1 1 0
0.5 1.0 1.5 2.0 2.50.5 1.0 1.5 2.0 2.50.5 1.0 1.5 2.0 2.5
p[10 a.u.] p[10 a.u.] p [10 a.u.]

Rysunek 20: Ewolucja gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni pedowej w przypadku puste;j
przestrzeni.

W gruncie rzeczy z przedstawionego rysunku wynika, ze rozktad gestosci prawdopodobienstwa
w przestrzeni pedowej ustalony w chwili ¢ = 0, jak to ma miejsce na rysunku 16, pozostaje
zachowany w trakcie trwania ewolucji tego stanu dla ¢t > 0.

Parametr nieklasycznosci

Jak juz wspomnieliSmy w rozdziale 3, w odréznieniu od klasycznej funkcji rozktadu gestosci
prawdopodobienstwa, funkcja Wignera moze przyjmowa¢ wartosci ujemne w pewnych obsza-
rach przestrzeni fazowej. Wyznaczajac objetos¢ zajmowana przez ujemna czes¢ funkeji Wigne-
ra mozna ilodciowo wyrazi¢ nieklasyczno$é odpowiadajacego jej stanu kwantowego. Powyzsze
stwierdzenie jest oparte na spostrzezeniu, ze dla stanéw czystych funkcja Wignera jest nieujem-
na tylko dla stanéw gaussowskich (uwazanych za stany najblizsze klasycznym), o czym méwi
twierdzenie Hudsona [105], wspomniane juz w rozdziale 3. Jedna z powszechnie stosowanych
w literaturze miar nieklasycznosci stanu wyrazonego przez funkcje Wignera w przestrzeni fazo-
wej jest parametr okreslajacy podwojona objetos¢ ujemnej czesci funkeji Wignera wprowadzony
przez A. Kenfacka i K. Zyczkowskiego w pracy [135], mianowicie

5(t) = / (lo(x.p, D) — olz,p. 1)) dedp.

Na rysunku 21 zostaty przedstawione zmiany czasowe parametru nieklasycznosci dla ustalonych
warto$ci I' w przypadku ewolucji stanu DSC w pustej przestrzeni.

(339)
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t[103 a.u.]

Rysunek 21: Ewolucja czasowa parametru nieklasycznosci w pustej przestrzeni i dla stau po-
czatkowego w postaci stanu DSC.

Zgodnie z przewidywaniami parametr nieklasycznosci nie zmienia sie w trakcie ewolucji czaso-
wej w rozpatrywanym przypadku, poniewaz jak juz zauwazyliSmy w rozdziale 3, dla potencjatéw
w postaci wielomianu stopnia co najwyzej drugiego (pusta przestrzen odpowiada potencjatowi
w postaci wielomianu stopnia zerowego), réwnanie Moyala upraszcza sie do réwnania Liouvil-
le’a (137). Zgodnie z przeprowadzona wezesniej dyskusja taka ewolucja czasowa funkcji Wignera
jest wyrazona wzorem (329)

o(z, pit) = o (w - %tp; 0) : (340)

Zatem, parametr nieklasycznosci (339) w chwili czasu ¢ ma nastepujaca postaé

t
5(75):/ \Q(x,p;t)ldwdp—lz/ Q(x—p—p;0>
R2 R2 m

Dokonujac zamiany zmiennych ' = x — pt/m, p’ = p, ktérej jakobian wynosi 1, otrzymujemy

dxdp — 1. (341)

5(t) = / ol ;e dy! 1= 5(0), (342)

co dowodzi naszego przypuszczenia, ze warto$¢ parametru nieklasycznosci nie ulega zmianie
gdy brana jest pod uwage swobodna ewolucja funkcji Wignera.

Rozpraszanie na pojedynczej barierze

Rozwazmy teraz dynamike stanu DSC w przestrzeni potozeniowej w ktorej umiejscowiona jest
pojedyncza bariera gaussowska. Wtedy operator energii potencjalnej ma nastepujaca postac

U(z) = Uyexp (—M> , (343)

202

gdzie parametry bariery oraz parametry funkcji Wignera odpowiadajace stanowi DSC' zostaty
zebrane w tabeli 5.
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stan poczatkowy

(x1) | -500 a.u.
(xq) | -700 a.u.
(p) | 0,15 a.u.
o2 | 500 a.u.
B 10,5
bariera
Up | 0,008 a.u.
0% | 50 a.u.
rgr | -200 a.u.

80

Tabela 5: Przyjete do symulacji wartosci parametréw bariery gaussowskiej oraz stanu poczat-
kowego w postaci stanu DSC'.

Wybor parametrow w tej postaci umozliwit nam ustalenie symulacji dynamiki stanu DSC
w tzw. rezimie odbicia nad bariera [136, 56], ktéry omoéwimy doktadniej w podrozdziale 5.5.
Ponizej, na rysunku 22, przedstawiono energie potencjalng rozpatrywanego uktadu oraz gestoscé

prawdopodobienstwa w przestrzeni potozeniowej na poczatku i na koncu trwania symulacji.

n(x;t) [1073 a.u.]

| —— n(x; to) 18 —

— — n(x, tan) 16 ﬁ

(p)\p) 7

n 14 E

= r\ 42 X

e 1 /\Jl I\/r\_ O -
-10 -5 0 5 10

x [102 a.u.]

Rysunek 22: Rozklad brzegowy w przestrzeni poltozeniowej w chwili poczatkowej (ciagta nie-
bieska linia), w chwili konicowej (przerywana niebieska linia) oraz profil energii potencjalne;
rozwazanego ukladu (linia czerwona).

Ewolucje czasowa gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni potozeniowej dla 8 = 0 i r6znych
wartosci I przedstawia rysunek 23, na ktérym zaznaczono réwniez zielona linia $rodek bariery

potencjatu.
6 _I 1 1 1 1 1 I_ _I 1 1 1 1 1 I_ _I I 1 1 1 1 I_
5
c 4r 1T 1T T
Y l \\"‘
:' 2 I~ | - - | = [~ | -1
R /AL 7 AT LA B A /ALt
-9-6-3 0 3 6 9 -9-6-30 3 6 9 -9-6-3 0 3 6 9
x [102% a.u.] x [102 a.u.] x[102% a.u.]

o N ~ O

n(x) [1073 a.u.]

Rysunek 23: Ewolucja gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni potozeniowej dla bariery
gaussowskiej (potozenie jej centrum zaznaczono zielona linia) oraz stanu poczatkowego w po-

staci stanu DSC.
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Widocznym efektem oddziatywania stanu DSC' jest pojawienie si¢ czesci odbitej od bariery.
Ponadto mozna tez zaobserwowaé prazki interferencyjne przed bariera, co moze by¢ interpre-
towane jako wynik wtornej interferencji zwiazanej z oddzialywaniem stanu DSC' z barierg.
Wyraz interferencyjny mozna zilustrowaé¢ poprzez analize ewolucji czasowej funkcji Wignera
w przestrzeni fazowej. Na rysunku 24 zostata przedstawiona mapa obrazujaca dynamike funk-
cji Wignera poprzez ukazanie jej w kilku chwilach czasowych.

“ : 4—
-3 -2 -1 0 1 2 3 —
[ T T T ] [ T T T ] [ T T T ] [ T T T ] 3
3 2 H] 5 o = ©
5 Or 1 T 1 F ; 1 r g 12
‘_| —_
: a) t=700 b) t=1700 c) t=3000 d) t=8000]| o
-2F ] ] " L ] L L ] " 1 ] T e
-1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0 1 ©

x [103 a.u.] x [103 a.u.] x [103 a.u.] x [103 a.u.]

Rysunek 24: Mapa obrazujaca ewolucje czasowa funkcji Wignera dla uktadu z bariera gaussow-
ska oraz stanem poczatkowym w postaci stanu DSC.

7, przedstawionego rysunku wynika, ze poczatkowo badany stan przemieszczajac sie w kie-
runku bariery podlega deformacjom wynikajacym z ruchu swobodnego, ktéry jest opisany réw-
naniem (340). Oddziatywanie z bariera prowadzi do pojawienia sie czesci przechodzacej i odbite;
funkcji Wignera oraz oscylacyjnej czesci miedzy nimi zlokalizowanej w okolicach bariery, ktora
jest interpretowana jako wyraz interferencyjny.

w7Rrdr A \'—
13 I~ — 6=0 A
w 9:%
09} o
0.5 L L I A
b)91=0 T T T T T T
— =1
1.0 r=0.5 |
© —r=o0
05 /(\\—— coh
0.0 -
I, e , UV
0 1 2 3 4 5 6 7 8

t[103 a.u.]

Rysunek 25: Wykresy obrazujace ewolucje czasowa parametru nieklasycznosci a) w funkeji
kata 0 dlaIT" = 1 oraz b) w funkcji parametru I' dla ustalonego 6 dla uktadu z bariera gaussowska
oraz stanem poczatkowym w postaci stanu DSC'.

Z przedstawionej dyskusji wynika, ze w wyniku oddziatlywania stanu DSC' z bariera poja-
wia sie wtorna interferencja wzgledem interferencji wystepujacej w rozpatrywanym stanie. Ten
dodatkowy efekt mozna scharakteryzowac ilo$ciowo poprzez analize parametru nieklasycznosci
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wyrazonego wzorem (339). Rysunek 25.a) przedstawia ewolucje czasowa parametru nieklasycz-
nosci dla I' = 1 i réznych wartodci fazy wzglednej 6. Na poczatku symulacji mozemy zaobserwo-
wac niezerowa wartos¢ parametru nieklasycznosci z uwagi na oscylujacy wyraz interferencyjny
w stanie poczatkowym (324), ktéry przyjmuje réwniez wartosci ujemne. Na otrzymanym wy-
kresie mozna wydzieli¢ cztery obszary:

e Obszar I, gdzie pakiet falowy praktycznie nie odczuwa wplywu bariery potencjatu i ewo-
luuje niemalze jak w pustej przestrzeni. Obszar I rozciaga sie od ¢ = 0 a.u. do mniej
wiecej t = 1200 a.u. i parametr nieklasycznosci jest w nim praktycznie staty.

e Obszar II, gdzie pierwszy z pakietow falowych, sktadajacych sie na stan uktadu, zaczyna
oddziatywac¢ z bariera potencjalu. Obszar Il rozciaga sie od mniej wiecej t = 1200 a.u. do
mniej wigcej ¢ = 2200 a.u. i parametr nieklasyczno$ci w nim rosnie poniewaz zaczynaja
sie wtedy pojawia¢ nowe efekty nieklasyczne, zwigzane ze zjawiskiem tunelowania przez
bariere.

e Obszar III, gdzie pierwszy z pakietéw falowych sktadajacych si¢ na stan uktadu juz
w wiekszosci przeszedt przez bariere potencjatu, a nadchodzacy drugi pakiet falowy wta-
$nie rozpoczyna proces oddziatywania z bariera. Obszar 111 rozcigga sie mniej wiecej od
t = 2200 a.u. do okoto t = 4500 a.u., (gdy w zasadzie konczy sie silne oddzialywanie z ba-
riera, czes¢ stanu kwantowego zdazyta przejs¢ przez bariere potencjatu, a pozostaty czesé
zdazyta juz sie odbi¢ od bariery). W obszarze tym nakladaja sie na siebie interferencje
kwantowe z dwoch zrodel, interferencje pierwotng zawartg w stanie poczatkowym w posta-
ci stanu DSC' i interferencje zwigzang z oddzialywaniem z bariera. Mozna zaobserwowac
wyrazne oscylacje w wartosci parametru nieklasycznosci zwigzane z tym, naktadajace sie
na siebie interferencje w réznych chwilach czasowych, albo sie wzmacniaja (dominuje in-
terferencja konstruktywna), albo wygaszaja (dominuje interferencja destruktywna). Faza
wzgledna 0 przesuwa w fazie wyraz interferencyjny w funkcji Wignera stanu poczatko-
wego, co w trakcie symulacji prowadzi do przesuniecia w fazie oscylacji w wartosciach
parametru nieklasycznosci w obszarze II1. Przeprowadzenie symulacji dla r6znych warto-
Sci 6 umozliwito doktadniejsze zlokalizowanie obszaru III, jako ze tylko w nim, z uwagi
na naktadanie si¢ na siebie interferencji kwantowej z dwoch réznych zZrodet, obserwujemy
wyrazng réznice w przebiegu wartosci parametru nieklasycznosci w zaleznosci od fazy
wzglednej 6.

e Obszar IV, pakiet falowy stopniowo konczy oddziatywanie z bariera i jego ewolucja czaso-
wa zaczyna coraz bardziej przypominaé ewolucje w pustej przestrzeni. Obszar IV rozcigga
sie mniej wiecej od ¢ = 4500 a.u. do konca symulacji. Wartos¢ parametru nieklasycznosci
w tym obszarze asymptotycznie maleje do statej wartosci, ale wyzszej niz w obszarze I,
gdyz pojawia sie w funkcji Wignera dodatkowo wyraz interferencyjny pomiedzy czescia
odbitg pakietu falowego, a czescig pakietu falowego, ktora przeszta przez bariere.

Rysunek 25.b) przedstawia, dla ustalonej wartosci §=0, zalezno$é¢ parametru nieklasycnosci
w funkcji czasu dla roznych wartosci parametru I'.

Poczatkowa warto$¢ parametru nieklasycznosci ro$nie wraz z parametrem I'; jako ze jest on
zwiazany z amplituda oscylujacego wyrazu interferencyjnego w stanie poczatkowym (324), ktéry
przyjmuje réwniez ujemne wartosci. Zaleznos¢ taka, ze wraz ze wzrostem I' ro$nie parametr
nieklasycznosci jest zachowana takze we wszystkich kolejnych chwilach czasu. Spadek wartosci I'
powoduje spadek amplitudy oscylacji warto$ci parametru nieklasycznosci w obszarze 111, co jest
zrozumialte, jako ze ma tam miejsce naktadanie sie na siebie dwoch interferencji kwantowych,
a parametr I jest proporcjonalny do jednej z nich. Dodatkowo przerywana linig przedstawiono
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te zaleznos¢ dla uktadu, gdzie za stan poczatkowy przyjeto pojedynczy stan koherentny. Co
wazne zostal on unormowany nie do 1, a do 0,5. Zatem jest on doktadnie tozsamy jednemu
z dwoch pakietow falowych, ktore tworza stan DSC dla I' = 0, ktéry sprowadza sie wtedy
do stanu mieszanego dwoch rozsunietych przestrzennie standéw koherentnych, konkretnie do
tego blizszego barierze. Na rysunku 25.b) moment w ktoérych czerwone krzywe, ciagta oraz
przerywana, rozdzielajg sie informuje nas, ze wtedy zaczyna sie oddziatywanie z barierg drugiego
z pakietow falowych tworzacego stan DSC. Jak tatwo zauwazy¢, otrzymane wnioski sg spojne
z uzyskanymi wczesniej dla rysunku 25.a), jako ze czerwone krzywe, ciagla oraz przerywana,
separuja sie doktadnie, kiedy zaczyna si¢ obszar III.

5.4 Lokalizacja w przestrzeni fazowej poprzez entropowq zasade nie-
okreslonosci

Obszar zajmowany przez stan kwantowy w przestrzeni fazowej jest jednym z wazniejszych
czynnikow charakteryzujacych taki stan. Najpowszechniej stosowana miara lokalizacji oparta
na pojeciu wariancji jest nieadekwatna w rozpatrywanym przypadku, poniewaz badany stan
jest dwumodalny, a ponadto przeprowadzone obliczenia pokazaly, ze wptyw parametru I' na
tak zdefiniowang miare lokalizacji jest niezwykle trudny do zaobserwowania ze wzgledu na
to, ze mody oddalaja sie od siebie w przestrzeni potozeniowej po oddzialywaniu z bariera, co
powoduje bardzo szybki wzrost wariancji. Ta trudnos¢ moze zosta¢ ominieta poprzez zastosowa-
nie entropowej miary lokalizacji, ktorej to przewaga nad miarg lokalizacji oparta na wariancji
w przypadku rozktadéw dwumodalnych zostata przystepnie omoéwiona na prostym przypad-
ku dyskretnym w pracy [137]. Punktem wyjscia do zdefiniowania entropowej miary lokalizacji
jest pojecie cigglej entropii Shannona. Ciggta entropia Shannona dla funkcji rozktadu gestosci
prawdopodobiefistwa n(u) jest zdefiniowana nastepujaco [137]

yw:—émmmmwmm% (344)

gdzie [, jest pewna stala o takim samym wymiarze jak zmienna wu. 7Z wtasnosci funkcji lo-
garytmicznej mozna prosto pokazaé, ze ciagle entropie Shannona (344) dla réznych wartosci
stalej [, r6znig sie tylko o stalg addytywna. Motywowani tym faktem przyjeliSmy [, = 1 a.u.
dla uproszczenia. Dla rozktadéw brzegowych funkcji Wignera mozna nastepujaco sformutowaé
entropowa zasade nieokreslonosci [137]

@) 4 g — _ /

Rn(m) Inn(z)dx — / n(p) Inn(p)dp > 1+ Inm. (345)

R

Doktadnie tak jak w przypadku zasady nieokreslonosci Heisenberga, entropowa zasada nieokre-
Slonosci (345) jest minimalizowana przez stany koherentne. W dalszej czesci entropowa zasada
nieokreslonosci wyrazona wzorem (345) zostanie uogélniona na przypadek dynamiczny celem
zbadania zmian w czasie obszaru zajmowanego przez rozpatrywany stan kwantowy w prze-
strzeni fazowej. W tym celu uwzgledniamy, ze funkcja Wignera zmienia sie w czasie zgodnie
z rownaniem Moyala (127), a zatem jej rozklady brzegowe tez zaleza od czasu, dzieki czemu
podana entropowa miara lokalizacji (345) moze zosta¢ uog6lniona do postaci dynamicznej

5@@+§Mw:—/

n(x;t) Inn(z;t)de — / n(p;t)Inn(p;t)dp > 1+ Inm. (346)
R

R

Na rysunku 26 zostaly przedstawione zmiany entropowej miary lokalizacji dla wybranych war-
tosci parametru I'. Na podanym rysunku mozemy zaobserwowaé¢ dwa odchylenia od mono-
tonicznego wzrostu dla pustej przestrzeni, nagly wzrost kata nachylenia krzywej na wykresie
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w obszarze II oraz lokalne minimum w obszarze III. Oba te odchylenia sg zwigzane z oddzia-
tywaniem z bariera potencjatu. Pierwsze z nich pojawia si¢ niedtugo po tym, gdy pierwszy
gaussian zaczyna oddziatywa¢é z bariera, natomiast drugie ze wspomnianych odchylen pojawia
sie¢ niedtugo po tym, gdy drugi gaussian rozpoczyna oddziatywanie z bariera potencjatu. Chwi-
le, gdy pierwszy oraz drugi gaussian rozpoczyna oddzialywanie z bariera zostaty doktadnie
omowione powyzej przy okazji komentowania rysunku 25.
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Rysunek 26: Entropowa miara lokalizacji w funkcji czasu dla réznych wartosci I'. Zielona prze-
rywana linia oznacza minimalng warto$¢, jaka moze przyjac¢ entropowa zasada nieokreslonosci.
Rysunek a) odpowiada ewolucji czasowej w pustej przestrzeni, natomiast b) odpowiada rozpra-
szaniu na pojedynczej gaussowskiej barierze potencjatu.

5.5 Rezim odbicia nad barierg oraz prawdopodobiennstwo transmisji
zdefektowanego stanu kota Schrodingera

Wyniki omawiane w tym podrozdziale zostaly przedstawione w publikacji [56]. Przejscie stanu
kwantowego przez bariere potencjatu jest zwiazane z wystapieniem zjawiska tunelowania [136].
Zjawisko to mozna scharakteryzowaé ilosciowo przez wspétezynnik transmisji T'(p), ktory opi-
suje prawdopodobienstwo transmisji fali ptaskiej o pedzie p przez bariere [138]. W rozpatry-
wanym przez nas przypadku sytuacja jest bardziej ztozona, gdyz stan poczatkowy jest zadany
przez funkcje Wignera odpowiadajaca superpozycji dwoch stanéw koherentnych. Asymptotycz-
na posta¢ funkeji rozkltgdu gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni pedowej po dostatecznie
dhugim czasie, gdy oddziatywanie z barierg juz praktycznie nie zachodzi, jest nastepujaca

Tgin (P (D)) = Ttrans (05 (P)) + Nrei (P (D)), (347)

gdzie pierwsza funkcja po prawej stronie odpowiada czesci pakietu poczatkowego, ktéry po-
konal bariere, a druga odpowiada czeéci odbitej pakietu. Obie moga zosta¢ wyrazone poprzez
funkcje rozkladu gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni pedowej ng(p; (p)) odpowiadaja-
cej chwili poczatkowej przed oddziatywaniem z barierg potencjatu oraz poprzez wspotczynniki
transmisji 7'(p) i odbicia R(p) = 1 — T'(p) dla fali ptaskiej, jak to zostalo pokazane w [138]

Nresi(—p; () = 1o(p; (p)) R(p), (348)
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Ttrans (D3 Po) = To(p; (p)) T (p), (349)

gdzie znak minus w wyrazeniu 7, (—p;po) jest spowodowany faktem, ze tak cze$¢ pakietu
po odbiciu porusza sie w lewo. Oddziatywanie z bariera potencjatu moze prowadzi¢ do dwoch
nieklasycznych efektow. Pierwszy z nich to tunelowanie przez bariere czastki o energii nizszej,
niz wysokos$¢ tej bariery, ktory nazywamy tunelowaniem ponizej bariery (ang. below barrier
penetration - BBP). Ped fali ptaskiej odpowiadajacy energii rownej wysokosci bariery Uy jest
nastepujacy pg = v/2mUy, a prawdopodobienstwo tunelowania ponizej bariery dla stanu kwan-
towego bedacego superpozycja fal ptaskich, jakim jest rozwazany przez nas stan DSC, jest
nastepujace

Panp((p)) = / " D Furans(p; (1)) = / " T ). (350)

Drugim nieklasycznym efektem, ktory moze zaistnie¢ przy oddziatywaniu z barierg potencjatu
jest odbicie sie od bariery czastki, ktorej energia jest wieksza, niz wysokosé¢ bariery. Efekt ten
nazywamy odbiciem nad bariera (ang. above barrier reflection - ABR), a jego teoretyczne wyja-
$nienie bazuje na polaczeniu rachunku zaburzen oraz metodzie WKB [139]. Przedstawione tam
wyniki prowadza do wniosku, ze efektywny potencjat dla funkcji falowej w przyblizeniu WKB
rozni sie od pierwotnego potencjatu, a réznica miedzy nimi powoduje rozwazany efekt odbicia
czastki mimo energii przewyzszajacej wysokosé¢ bariery. Rozwazenie tego problemu w ramach
opisu przestrzenno-fazowego [139, 140] pokazuje, ze odbicie nad bariera jest zwiazane z wir-
tualng trajektorig rownoleglta do osi peddw, taczaca trajektoria w przestrzeni fazowej odpo-
wiadajace przeciwnym pedom Efekt ten zostal zinterpretowany jako tunelowanie w przestrzeni
pedowej [141]. Efekt ten bywa tez nazywany wsteczna dyfrakcja [142, 143]. Analogicznie do po-
przedniego przypadku tunelowania pod bariera, prawdopodobienstwo odbicia nad barierg dla
rozwazanego stanu DSC' jest zadane nastepujaca formuta

o

Papr({p)) = / N dp Nresi(—p; (p)) = / dp R(p)n(p; (p))- (351)

pPB PB

Prawdopodobienstwa omawianych efektéw BB P oraz ABR dla rozwazanego uktadu kwantowe-
go z gaussowska bariera potencjatu oraz stanem poczatkowym w postaci stanu DSC w funkcji
parametru (p), ktory jest bardzo bliski wartosci oczekiwanej pedu tego stanu, zostaly przed-
stawione na rysunku 27, przy czym zielona przerywana pionowa linia odpowiada pedowi pg.
Wspbtezynnik transmisji 7'(p) dla rozpatrywanej bariery gaussowskiej zostal wyznaczony nu-
merycznie za pomoca metody ,quantum transmitting boundary method” opisanej m.in. w pra-
cy [144].
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Rysunek 27: Prawdopodobienstwo efektow BB P oraz ABR stanu poczatkowego DSC odziatu-
jacego z barierg gaussowska. Ciagta, kreskowana oraz kropkowana linia odpowiada odpowiednio
przypadkowi I' = 1, I' = 0.5 oraz I' = 0; pionowa przerywana zielona linia odpowiada pedowi
pe = V/2mU,. Wykres wstawiony w prawym gérnym rogu przedstawia wspotczynnik transmisji
dla fali ptaskiej T'(p).

Na podstawie rysunku 27 mozemy zaobserwowaé, ze efekt BB P jest najbardziej widoczny
dla wartosci parametru (p) minimalnie ponizej pg, podczas gdy efekt ABR jest najmocniejszy
dla wartoséci parametru (p) nieco powyzej pp. Z uwagi na fakt, ze postanowiliémy rozwazy¢
rezim ABR, fakt wybrania przez nas wartosci parametru (p) = 0.15 a.u. jest uzasadniony.
Rozwazany przypadek stanu DSC' z wybranymi przez nas parametrami odpowiada sytuacji,
gdzie warto$¢ oczekiwana energii kinetycznej stanu poczatkowego jest wiecksza, niz wysokosé
bariery Uy. Czesé naszego stanu, ktéra znajduje sie nad bariera (gdyz stan DSC' jest rozmyty
pedowo) mozemy obliczyé nastepujaco

/ dpn(p; po) =~ 0.8, (352)

pPB

co oznacza, ze tylko okoto 20% tego stanu tworzy niskoenergetyczny ogon, ktéry klasycznie
zahaczytby o bariere. Jak pokazuje wstawka w prawym gérnym rogu rysunku 27, wsp6tczynnik
transmisji 7'(p) obliczony dla rozwazanej bariery gaussowskiej nie przejawia zadnych oscylacji
i jest funkcja monotonicznie rosngca. Dodatkowo wraz ze wzrostem szerokosci gaussowskiej
bariery potencjalu wspotczynnik transmisji staje sie coraz bardziej stromy bardziej stromy
(czerwony i niebieski obszar na wykresie wstawionym w prawym gérnym rogu rysunku 27 staja
sie coraz mniejsze) co hamuje nieklasyczne efekty ABR oraz BBP.

Rozwazmy teraz prawdopodobienstwo przejscia rozwazanego stanu DSC' przez bariere. Wy-
raza si¢ ono wzorem [56]

T ((p)) = / " o(p, ()T (p)dp. (353)

gdzie n(p, (p)) jest rozktadem brzegowym funkcji Wignera w przestrzeni pedowej w chwili ¢ = 0
i dla centrum rozktadu pedowego potozonego w punkcie p = (p). Wplyw parametréw I" oraz 6
na prawdopodobienstwo transmisji stanu DSC' przez bariere gaussowska jest przedstawiony na
rysunku 28, na ktérym bezowa linia zaznaczono wspétezynnik transmisji 7'(p) dla fali ptaskie;j.
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Rysunek 28: Prawdopodobienstwo transmisji przez barier¢ dla uktadu z bariera gaussowska
oraz stanem poczatkowym w postaci stanu DSC' dla réznych wartosci parametréw I' oraz 6
oraz (x2) — (x1) = 200 a.u.

Z réwnania (353) wynika, ze jednym z czynnikow powodujacych widoczna zalezno$é praw-
dopodobienstwa transmisji pakietu falowego przez bariere od wyzej wspomnianych parametrow
stanu poczatkowego jest wystepowanie oscylacji we wspotczynniku transmisji, gdyz wtedy przy
odpowiednim doborze parametrow I' oraz 6 oscylacje we wspotczynniku transmisji oraz w roz-
ktadzie gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni pedowej beda sie na siebie naktada¢ tym
samym wzmacniajac zmienno$é¢ prawdopodobienstwa transmisji w funkeji (p). Jednakze, gdy
oscylacje we wspotczynniku transmisji nie wystepuja, jak to ma miejsce pojedynczej gaussow-
skiej bariery potencjatu (por. rysunek 28), to nadal jest mozliwe zaobserwowanie widocznego
wpltywu parametréw I' i 6 stanu poczatkowego o ile odlegto$¢ miedzy gaussianami tworzacymi
rozpatrywany stan jest dobrana optymalnie wzgledem parametréw bariery. W celu uzasadnienia
tego stwierdzenia nalezy przeanalizowa¢ rozklady brzegowe w przestrzeni pedowej dla réznych
odlegtosci miedzy gaussianami tworzacymi rozpatrywany stan, bowiem przywotany rozktad
w chwili poczatkowej ma postaé¢ gaussianu modulowanego cosinusem, ktorego czestotliwosé jest
wprost proporcjonalna do odlegto$ci miedzy gaussianami w stanie poczatkowym. Wplyw para-
metréw I' oraz 6 na rozktady brzegowe w przestrzeni pedowej dla przypadku odpowiadajacego
D = (x9) — (x1) = 200 a.u. jest przedstawiony na rysunku 29.

b)r=>0.5 — or=1

n(p) [10 a.u.]
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Rysunek 29: Rozktad brzegowy dla funkcji Wignera stanu DSC w przestrzeni pedowej dla
roznych wartosci I' i @ = 0 oraz (z3) — (x1) = 200 a.u.
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natomiast przypadek D = (x5) — (x1) = 100 a.u. jest przedstawiony na rysunku 30.

b)r=0.5 - or=1
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Rysunek 30: Rozklad brzegowy w przestrzeni pedowej dla réznych wartosci I' i 6 = 0 oraz
(x9) — (z1) = 100 a.u.

Dla tego ostatniego przypadku prawdopodobienstwa transmisji przez bariere dla réznych
wartosci parametréw I oraz 6 sa przedstawione na rysunku 31.
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Rysunek 31: Prawdopodobienstwo transmisji przez bariere dla uktadu z barierg gaussowska oraz
stanem poczatkowym w postaci stanu DSC dla (z3) — (z1) = 100 a.u. oraz réznych wartosci
parametrow I' oraz 6.

Z rysunku 31.a) wynika, ze dla § = 7 zalezno$¢ prawdopodobienstwa transmisji jest bar-
dziej sptaszczona, niz dla 8 = 0, gdyz dla obu wartosci 6 rozktad gestosci prawdopodobienstwa
w przestrzeni pedowej jest symetryczny wzgledem wartosci (p), jednakze zauwazmy, ze dla 6 = 7
jest on mniej zlokalizowany. Z kolei dla 6 = 7/2 zaleznosé prawdopodobiefistwa transmisji jest
przesunieta w dot wzgledem zaleznosci odpowiadajacej 6 = 0. Ma to zwiazek z tym, ze dla
0 = w/2 rozktad gestosci prawdopodobiefistwa w przestrzeni pedowej jest asymetryczny i prze-
suniety w lewo. Analogicznie dla 0 = 37 /2 (nieuwzgledniony na wykresie) mielibysmy rozktad
gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni pedowej asymetryczny, ale przesuniety w prawo
i w konsekwencji zaleznos¢ prawdopodobienstwa transmisji bytaby przesunieta w gore wzgle-
dem zaleznosci dla # = 0. W przypadku 31. b) obserwujemy, ze spadek wartosci I nieznacznie
sptaszcza zalezno$¢ prawdopodobienstwa transmisji. Ma to zwiazek z tym, ze dla § = 0 wraz
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ze spadkiem I' zwigksza si¢ rozmycie rozktadu gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni pe-
dowej.

Przy wiekszych odleglosciach miedzy gaussianami w stanie poczatkowym mamy wieksza
czestotliwo$é cosinusa modulujacego rozktad gestosci prawdopodobienstwa w przestrzeni pedo-
wej, co sprawia, ze wspomniane wyzej efekty asymetrii, oraz widocznych réznic w lokalizacji
jako funkcji parametrow 6 i I', szybko maleja, co sprawia, ze dla w przypadku wiekszej separacji
miedzy gaussianami w stanie poczatkowym praktycznie nie obserwujemy réznic w zaleznosci
prawdopodobienstwa transmisji pakietu falowego przez bariere.
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6 Podsumowanie

Teorie kwantows niewatpliwie mozna zaliczy¢ do jednego z najwazniejszych osiggnie¢ XX-
wieczne] fizyki teoretycznej ze wzgledu na jej tres¢ fizyczng jak i matematyczna. Obecnie,
teoria kwantowa ze wzgledu na swoje liczne sukcesy znajduje do$é¢ szerokie zainteresowanie.
Juz nie ogranicza sie tylko do fizyki i matematyki, ale réwniez jest obecna w biologii, chemii,
informatyce, inzynierii materiatowej, czy nawet ekonomii. Co wazniejsze, teoria kwantowa wcigz
pozostaje zrodtem inspiracji dla chemikéw, fizykéw i matematykow do prowadzenia badan nad
nig, co skutkuje jej dalszymi mozliwymi uogélnieniami, czy rozlicznymi zastosowaniami. Moz-
liwo$¢ sformutowania teorii kwantowej na wiele réznych sposobéw dato poczatek réznym jej
ujeciom. Jednym z nich jest ujecie przestrzenno-fazowe, zainicjowane przez E. Wignera w 1932.
W ujeciu wignerowskim przyjmuje sie, ze stan uktadu jest reprezentowany przez funkcje roz-
ktadu quasi-prawdopodobiefistwa?, a jej ewolucja czasowa jest generowana poprzez rozwigzanie
zaganienia Cauchy’ego dla rownania Moyala, ktére jest réwnaniem rézniczkowym czastkowym
o strukturze zblizonej do klasycznych réwnan ewolucyjnych typu Liouville’a, Vlasova, czy bez-
kolizyjnego réwnania Boltzmanna znanych z mechaniki statystycznej. Z dotychczasowych prze-
prowadzonych badan nad réwnaniem Moyala wynika, ze moze ono zostaé¢ rozwigzane Scidle tylko
w nielicznych przypadkach, natomiast w przypadkach fizycznych, ktore wydaja sie szczegdlnie
interesujace z aplikacyjnego punktu widzenia, zachodzi potrzeba zastosowania metod przyblizo-
nych lub numerycznych do ich rozwiazania. W szczegdlnosci, te ostatnie metody (numeryczne)
nabieraja obecnie coraz wiekszego znaczenia z uwagi na coraz wieksze mozliwosci obliczeniowe
wspotezesnych komputeréw. Niniejsza praca bezposrednio nawigzuje do tych trendéw badan,
bowiem zostaly w niej przedstawione wyniki badan nad zastosowaniem metody split-operator
do numerycznego rozwigzywania rownania Moyala dla konkretnego zagadnienia fizycznego ja-
kim jest ruch czastki w polu sit potencjalnych. Wyniki zebrane w pracy zostaty podzielone
na dwie czedci. W pierwszej z nich przedstawiono szczegbétowa analize bledu lokalnego i glo-
balnego metody split-operator dla réwnania Moyala. Konsekwencja tego jest sformutowanie
i udowodnienie dwoch twierdzen dotyczacych btedu lokalnego i globalnego metody. Praktycz-
na realizacja tych twierdzen zostata zilustrowana na przyktadzie rozpraszania wignerowskiego
pakietu falowego odpowiadajacego stanowi koherentnemu na gaussowskiej barierze potencja-
tu. Uzyskane wyniki sa w peini oryginalnym wktadem do badan nad ta tematyka i nie maja
swojego odpowiednika w dotychczasowej literaturze przedmiotu. Z kolei, w drugiej czesci pracy
przedstawiono szczegbétowe wyniki badan nad zagadnieniem dynamiki funkcji Wignera dla zde-
fektowanego stanu kota Schrodingera w tzw. rezimie odbicia nad bariera. Zjawisko to nie ma
swojego odpowiednika klasycznego. Uzyskanie tych wynikéw byto mozliwie dzieki zastosowaniu
metody split-operator do numerycznego rozwiazania zagadnienia poczatkowego dla réwnania
Moyala. Podobnie jak poprzednio, uzyskane wyniki sa w petni oryginalne i pozwalaja spojrzec¢
na badania innych autoréw nad zagadnieniem wstecznego rozpraszania nad barierg z szerszej
perspektywy.

Cho¢ sformutowane w pracy cele ogblne i szczegdtowe zostaty w petni rozwiazane, to nalezy
mie¢ Swiadomo$¢, ze nie wyczerpuja one wszystkich mozliwosci jakie stwarza metoda split-
operator jak i jej zastosowanie do numerycznego rozwigzywania réwnania Moyala. Jednak juz
na tym etapie badan, analiza uzyskanych wynikow pozwala sformutowaé kilka nowych i cieka-
wych zagadnien, ktére moga by¢ przedmiotem dalszych badan. Mozna do nich zaliczy¢ m. in.
a) kontynuacje badar nad bledem lokalnym oraz globalnym metody split-operator dla innych
faktoryzacji, w tym chociazby opracowanie ostrzejszego oszacowania dla przypadku rozpatry-
wanego w tej pracy, poroOwnanie ze sobg réznych metod rzedu drugiego, czy uwzglednienie
metod wyzszych rzedéw b) prébe matematycznego uzasadnienia poczynionej w pracy obser-

2Jedng z mozliwych, ktéra obecnie jest ona nazywana funkcja Wignera.
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wacji dotyczacej skalowania si¢ btedu wartosci oczekiwanej energii catkowitej w funkcji czasu
w zaleznosci od dlugosci kroku czasowego, ¢) kontynuacje rozpoczetych w tej pracy badan nad
Scistym matematycznie podejsciem do wyliczania wartosci oczekiwanych zmiennych dynamicz-
nych w ramach formalizmu przestrzenno-fazowego przy uzyciu funkcji Wignera dla réznych klas
operatoréw samosprzezonych odpowiadajacych zmiennym dynamicznym, a takze uwzglednienie
problemu wyliczania wartosci oczekiwanych podczas ewolucji czasowej uktadu, co wymaga wy-
kazania dla jakich klas potencjatow przyjety poczatkowo konkretny gesty podzbiér przestrzeni
L*(R?) jako zbioér dopuszczalnych funkcji Wignera w stanie poczatkowym jest niezmienniczy
wzgledem dzialania operatora ewolucji czasowej.

Na szczegolng uwage zastuguje tez dalsze praktyczne wykorzystanie metody split-operator
do badania dynamiki uktadéw kwantowych w ujeciu wignerowskim, bowiem to podejscie umoz-
liwia uogoélnienie dotychczasowych wynikéw na przypadek uktadéw otwartych i hybrydowych.
To oczywiscie wyznacza tylko jeden z mozliwych kierunkow dalszych badan. Z drugiej strony
rownie ciekawym kierunkiem badan wydaje si¢ zaadaptowanie tej metody do uktadéw kwanto-
wych z masg zalezng od potozenia, czy tez uktadéw z potencjatem zaleznym od czasu.
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7 Dodatek: pojecia matematyczne

7.1 Przestrzen Banacha oraz Hilberta

Przestrzeniq unormowang nad ciatem liczb zespolonych C nazywamy przestrzen liniowag X
wraz z odwzorowaniem || - ||y : X — R, ktére dla dowolnych a € C oraz ¢, ¢ € X, spehiaja
nastepujace warunki

a) [[¢]lx =0,
b

)

)

c) |ladllx = lal [|]]x,

d) (Y + el < [[9llx + o]l

Odwzorowanie || - ||x : X — R spehliajace warunki a)-d) jest nazywane norma w X (patrz
rozdzial I w [60]).

Przestrzenia Banacha nad ciatem liczb zespolonych jest nazywana przestrzen unormowa-
na X, ktora jest zupelna ze wzgledu na norme, tj. kazdy ciag Cauchy’ego o elementach w prze-
strzeni X jest zbiezny do pewnego elementu z tejze przestrzeni (patrz rozdzial IV w [60]).

Przestrzeniq unitarng® jest nazywana zespolona przestrzen liniowa V wraz z odwzorowaniem
(,)p : ¥V x V — C takie, ze dla dowolnych a € C oraz v, ¢,n € V, spelnione sg warunki

[|Y||x = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 0,

a) (¢, ¢)y (0, 0)y = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ =0,
b) (o, +m)y, = (o, )y, + (@, M)y,
c) (ap, )y = a* (@, )y,
d) (o, ¥)y = (&, 0)))"

Odwzorowanie (-, -),, spelniajace warunki a) — d) jest nazywane iloczynem skalarnym w V' (patrz
rozdzial 1T w [60]).

Przestrzeniag Hilberta jest nazywana przestrzen unitarna H, ktéra jest zupetna ze wzgledu
na norme¢ indukowang przez iloczyn skalarny, tj. kazdy ciag Cauchy’ego o elementach w prze-
strzeni H jest zbiezny do pewnego elementu z tejze przestrzeni.

7.2 Przestrzenie LP(R")

Przestrzenia LP(R™), gdzie n € N oraz 1 < p < oo, nazywamy zbiér wszystkich funkcji (utoz-
samiamy ze soba funkcje réwne prawie wszedzie) f mierzalnych na R™, takich ze

11l oy < 00 (354)

Dla przypadku 1 < p < oo norma w przestrzeni LP(R™) jest zadana nastepujaco

e = ([ 1500 ) " (355)

natomiast w przypadku, gdy p = oo, norma wyraza si¢ nastepujaco

1l oo gy = esssup [ f ()] (356)

z€R™

3uzywana jest tez nazwa przestrzen prehilbertowska
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Dla 1 < p < oo przestrzen LP(R™) z norma (355) jest przestrzenia Banacha. Gdy p = 2,
przestrzen L?(R") jest dodatkowo przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

(f,9) r2ny = - [ (@) g(x)da, (357)

gdzie korzystamy z fizycznej konwencji iloczynu skalarnego, sprzegajac w sposob zespolony
pierwszg funkcje.

7.3 Iloczyn tensorowy

Dla dowolnych dwoch przestrzeni Hilberta H; oraz Hs mozna zdefiniowac ich iloczyn tensorowy.
Przez H1 ®@Hs oznaczmy przestrzen liniowa ztozona ze wszystkich skoniczonych kombinacji linio-
wych elementéw w postaci formalnych iloczynow ¢ ® ¢, gdzie ¥ € H; oraz ¢ € Hy wyposazona
w iloczyn skalarny

(V1 @ P1, 12 ® D2) 3, 910, = (U1, V2)gy, (D1, P2)5y, - (358)

Uzupelnienie takiej przestrzeni unitarnej wzgledem iloczynu skalarnego (-, ->H1 o, Nazywamy
iloczynem tensorowym przestrzeni Hilberta #H; oraz Hs i oznaczamy jako Hi®Hs,. Jest to
rowniez przestrzen Hilberta (patrz rozdziat I w [145], ).

Przyktad 7.1. Wybierzmy przestrzenie Hilberta nastepujaco: Hy = L3*(R7), Ho = L*(RY),
mi,my € N. Wtedy przestrzen Hilberta L*(R™)®L?(R™2) jest izomorficzna do przestrze-
ni L?(R™*™2)  a iloczyn tensorowy elementéw tych przestrzeni jest zadany nastepujaco

(¥ ®¢)(z,y) = (x)d(y), e L*R™) ¢ e L*(R™). (359)
7.4 Przestrzen Schwartza oraz przestrzen dystrybucji temperowa-
nych
Przestrzenia Schwartza nazywamy zbiér funkcji spetniajacych ponizszy warunek

S®") ={f € C*®R") : Vopern ||fll 5 < o0} (360)

gdzie rodzina pétorm || - ||, s, zadajacych topologie tej przestrzeni, jest zadana nastepujaco
171l = sup [+ D% ()] (361)

TER™

przy czym z% = x{'z5%...x% i wprowadzamy oznaczenie || = a; + ag + ... + . Mamy takze

Df = 8511 655...85: oraz wprowadzamy oznaczenie |3| = 51 + B2 + ... + (B,. Przestrzenia dualng
do przestrzeni Schwartza jest przestrzen dystrybucji temperowanych oznaczana jako S'(R")
(patrz podrozdziat V.3 w [60]). Jest to przestrzen ciagtych odwzorowan liniowych S(R") >

g — T¢(g) € C. Jezeli mierzalna funkcja f : R” — C spelnia nastepujacy warunek

HOEP.
fo < 502

dla pewnego N € N, to nazywamy ja funkcjg temperowang (patrz rozdzial 1 w [95]). Mozemy
wtedy zapisaé ciggle odwzorowanie liniowe 7 (-) przy pomocy nastepujacej catki

Ty(g) = Rnf(ﬂ)g(u)du, g € S(R™), (363)



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 94

gdzie mozemy ze sobg utozsami¢ funkcje temperowana f z dystrybucja temperowana T'(-).
Podobiefistwo prawej strony réwnania (363) do definicji iloczynu skalarnego na przestrzeni
L*(R™) (357), za wyjatkiem sprzezenia pierwszej funkcji, motywuje wprowadzenie nastepujacej
notacji uzywajacej nawiasu dystrybucyjnego

Ty(9) =} Ds@ns@ny> € S'(R"),g € S(R™), (364)

z ktorej korzystalismy w tej pracy. Dla 1 < p < oo zachodza nastepujace inkluzje
S(R™) c LP(R") Cc S'(R™) (365)

Dla 1 < p < oo przestrzeii Schwartza S(R™) jest gesta w LP(R"). Jezeli f € L*(R"™), to
mamy nastepujaca zalezno$é¢ miedzy iloczynem skalarnym na przestrzeni L?(R"), a nawiasem
dystrybucyjnym

(9, f>L2(Rn) = (/. g*>5/(Rn)75(Rn) , gES, (366)
co tatwo sprawdzi¢ poréwnujac ze soba wzory (363) oraz (357). Lewa strona réwnania (366)
jest dobrze okreslona, gdyz S(R™) C L?(R").

7.5 Przestrzenie Sobolewa

Przestrzenig Sobolewa WHP(R"™) nazywamy zbiér wszystkich funkcji mierzalnych na R", takich
ze

WHP(R™) = {f € LP(R") : Vjg<x D°f € LP(R")}. (367)
Przestrzen ta jest przestrzenig Banacha z norma
||f||kaP(R”) = Z HDBfHLp(Rn) (368)
18I<k

Dla p = 2 przyjmujemy oznaczenie W5P(R") = HP(R"). W tym przypadku jest to zarazem
przestrzen Hilberta z nastepujacym iloczynem skalarnym

e = [+ EY () (8 (Fo) )k (369

7.6 Transformata Fouriera

Definicja 7.1. Niech f € S(R"). Transformata Fouriera funkcji f jest zdefiniowana nastepujaco
(FFIK) = 2r) ™2 | f(x)e ™ *dr, keR", (370)
R™
natomiast odwrotna transformata Fouriera funkcji f
(F71f)(x) = (2m) /2 A f(k)e*=dk, xeR", (371)

gdzie k - x = kyxy + koxo + ... + kpx,,.

Jako ze na podstawie (365) mamy S(R") C L'(R"), calki w réwnaniach (370) oraz (371)
maja sens. Transformata Fouriera F oraz odwrotna transformata Fouriera F~! sg ciggltymi
automorfizmami na przestrzeni S(R") i moga zostaé rozszerzone do ciaglych automorfizméw
na przestrzeni dystrybucji temperowanych S’'(R™) (patrz rozdziat IX w [146]).



Kotaczek D., Dynamika stanéw kwantowych w przestrzeni fazowej 95

Definicja 7.2. Niech f € L*(R"). Transformata Fouriera funkcji f jest zdefiniowana nastepu-
jaco

(F)(k)=11. m.(27r)_”/2/ f(x)e **dx, keR™, (372)
R—o00 lz|<R
natomiast odwrotna transformata Fouriera
(F71f)(z) = Lim.(2x)~"/? / f(k)e**dk, xeR"™, (373)

gdzie 1.i. m. oznacza granice w normie L?(R"). Rozszerzenie transformaty Fouriera do przestrze-
ni L?(R") jest operatorem unitarnym nazywanym nieraz transformata Fouriera-Plancherela.
Transformata Fouriera F oraz odwrotna transformata Fouriera F~! sg ciggtymi unitarnymi
automorfizmami na przestrzeni L*(R").

W przypadku transformat Fouriera funkcji dwoch zmiennych (n = 2), ktére najczesciej poja-
wiajg sie w tej pracy, przyjeliémy nastepujaca notacje, odpowiednio dla transformaty cze$ciowe;
wzgledem pierwszej zmiennej

(‘Flf)()\7 y) = ‘/__.171?—>/\f<‘r’ y) - \/% /R f(xay)e_i)\xdxa Aay € R? (374)

oraz transformaty do niej odwrotne;j

1 .
(Fl_lg)(xa y) - ‘F-l_,)\l—mg()Vy) = E /Rg()\ay)el/\xd)\a T,y € Ra (375)

transformaty czesciowej wzgledem drugiej zmiennej
1 —i
(JT_‘Zf)(xap) = -FZ,prf(may) = E / f(a;,y)e pydy’ T,p e Ra (376)
R

oraz transformaty do niej odwrotnej

1 .
(Fy'9)(@,y) = Fopyg(x,p) = T /R g(x,p)e™dp, x,y€R, (377)

transformaty wzgledem obu zmiennych

1 —iAr—1
(FRYP) = Flagysph(9) = 5- / (gl dndy, A peR,  (375)
R

oraz transformaty do niej odwrotnej

1

('F_lf)($v y) = 'F(_)\,lp)ﬁ(xyy)w(Aap) = % /R2 w(Aap)ei)\x+ipyd>\dp, T,y e R. (379)
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